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UN EJEMPLO DE ELEMENTO DEL ANILLO
: RU(n)

por

E. Reves (*) y P. M. Gabpea (**)

1. INTRODUCCION Y PRELIMINARES

El objeto de esta nota, que tiene caracter didactico, es dar con detalle un
elemento del anillo de representacion R U (#) del grupo unitario U (n).

Recordemos para ello, algunos conceptos conocidos (ver p. ej. Husemo-
ller [2]).

Como es sabido, se llama representacion lineal de un grupo G a un homo-
morfismo de grupos

p: G—Aut V,

siendo V un espacio vectorial.

Sea G un grupo topoldgico. Se llama G-mddulo a un espacio vectorial V
(sobre K = R o C), junto con una accién de G como grupo de automorfismos
de V. Dos G-mddulos son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos que
conmuta con la acciéon de G. Sea My (G) el conjunto de clases de isomorfis-
mo [M] de G-mddulos M sobre K. Sean M y N dos G-mddulos. La suma
directa M @ N es un G-mddulo, poniendo

s,y =(s%5y), s€G @ NeEMON;
analogamente, el producto tensorial es un G-moddulo, mediante
s Q) =s5rQsy
asimismo, el producto exterior lo es, con
s N Nx)=sx, N Nsx,.

(*) Departamento de Geometria, Facultad de Ciencias, Valladolid,
(**) Instituto Jorge Juan, C.S.I. C., Madrid,
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Las operaciones [M] + [N]=[M@N] y [M][N] =[MQ® N] dotan a
My (G) de la estructura de semianillo. Las funciones A! tales que Af [M]
= [AtM] definen una estructura de A-semianillo sobre My (G). Se tiene la
siguiente

DeFINICION.—E! anillo de representacion Ry (G) de un grupo topoldgico 5
es el anillo asociado con el semianillo M, (G).

Los elementos de Ry (G) son de la forma [M] —[N], siendo M y N G-
moédulos. Ademés, R, (G) admite una estructura natural de A-anillo. Cuando
K = C, se denota R (G) por R(G); y se suele escribir RO (G) cuando se
trata de R (G).

Es de interés la determinacion de R (G), para G un grupo de Lie compacto
clasico. Asi por ejemplo, son bien conocidas las aplicaciones de R U () en
Matematicas —p. ej. en la K-teoria (ver Atiyah [1])—, y en Fisica, p. ej. en
los estudios de particulas elementales (ver Zelobenko [4], Pichon [31).

Il

2. Er aniLro R U (n)

Consideremos el grupo unitario U (#). Es claro que podemos considerarlo
como un grupo de automorfismos de C”, del modo usual. Pero se plantea de
modo inmediato la pregunta: ;Puede considerarse a U (#) como grupo de
automorfismos de otros espacios vectoriales, sobre K = C por ejemplo, que
no sean necesariamente Cn? Por ejemplo, para espacios C™, m 7% #, o para
espacios obtenidos con las operaciones usuales de suma directa, producto ten-
sorial y potencias exteriores de esos espacios C™, y ¢puede darse un resultado
global que mos indique de «cuantas» o de «qué» maneras se puede «represen-
tars U (n) como grupo de automorfismos de un espacio vectorial sobre K = C?
la respuesta es afirmativa. A U (n) le corresponde el anillo R U (), caso par-
ticular de la anterior definicién.

La determinacién de R U (n) tiene dos momentos decisivos:

a) U@)(y SU(#n)) puede expresarse como uniéon de conjugados de un
toro maximal T (de la méxima dimension posible en cada caso). Es decir.
si G=U(n) (o SU(n)),

G = sT s
sEG -

resultando que la aplicacién inducida de la inclusion T <5 G,

R(G)— R (D),
es un monomorfismo. Asi, el calculo efectivo de R (G) se reduce pues al
de R(T) y al del llamado grupo de Weyl de G, que puede definirse de modo
muy simple como

W (G) = Ny/T

siendo Ny el normalizador de T. W (G) resulta ser el grupo finito de automor



— 82 —

fismos interiores de T, moédulo la identidad inducida por los propios elemen-
tos de T.
b) Para el calculo de R (T) se consideran los homomorfismos de grupos

M(%4,...,%4): " —— Aut C

”
(e B) > ’2”,-_22 ki 6

(siendo k, ..., k, enteros cualesquiera) que son obviamente representaciones.
Pero hay que probar que esas son todas las representaciones de T* como ele
mentos de Aut (C).

- Ello se prueba mediante el concepto y propiedades del cardcter de una re-

presentacion p : G —> Aut V, definido como ch = tr-p, en el diagrama

G ————— Aut Vv

N
AN
AN
AN
N\

\
\

C

tr = Traza

Llega asi a probarse que
R(T*)= 17 [a, ¢,71, ..., On, ax" ']
siendo «; la clase de

)
M(0,...,0,...,0):T

— Aut C

(0,..0,00) v—> c2xibj ()
y a;7% la clase de ‘

(01) .00y 00) v e—2mib; ()

Con esos elementos puede ya calcularse R U (#) (y S U (#)) obteniéndose que,
por ser T" el toro maximal de U (»n) (y Tn -1 el de S U (n)), y ser W (U (n))
(y W(SU (n)) el grupo de permutaciones de » elementos, que, siendo A; la
clase en RU (#) (0 RS U (n)) de la i-ésima potencia exterior A! C”, donde
U () (o SU(n)) actiia sobre C” por substitucién, y p, denota la clase
de C" en R U (), entonces A, = At (p,); y se tiene:

TeoreMA.—(Husemoller [2])

RU (#)=2 [Myeeor by Ma"t]
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donde no hay relaciones polindmicas entre los A, Como subanillo de
R(Tn)= 7 fay, a7, ..., @an, an”" 1],

se wverifican las relaciones

e = @) v Fk) ¢

i(1)<... <i(k)

(yes RSU (n)= 7 [N, «ves haey]) .

8. EL ELEMENTO p = 4\1‘2 AQ + 2 /\2—1

Consideremos U (2). Tenemos RU (2) = Z (A Ag A1 Sabemos que to-
polégicamente,

U@)aSU@) x S1a S8 x St

y que el rango de S U (2), es decir, la dimension del toro maximal es 1. Topo-
légicamente es claro por el homeomorfismo con S3. El rango de U (2) es 2,
lo cual también puede verse por ser U (2) a2 S® X Sl. Graficamente, tenemos

Utavs maximal de w(2)"
~s'xs?

ul2)x §%xs’

su(2)s?
1
Mtore maxima de s3'as

y es, siendo R(T?) = Z [«, 2,71, ¢,

AM=eto,d =a

a,~1] el anillo de representacién de T?,

2?
donde aj 7 =1,2, es la clase de la representacion

21
M;: T? ————— Aut T

(ollol)v__> 5’1”'0/' ( )1
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a, + a, la clase de

M, @ M,: T

— > At (C @C)

(b, 0g) v—> (e3mébs (), e2=ifh ( ))

y @, a, la clase de

— > At (C®C)

(01,6,) V—_’ gﬁxx‘ﬂ'( )®gli0,( ).

M, ® My : T2

Veamos ahora el significado de algin elemento concreto de R U (2), sencillo
pero ilustrativo, por ejemplo,

p = )Llrz A+ 2 Az-l_

Es ilustrativo, pues aparece una suma, un producto, un exponente, un coefi-
ciente, y todos los elementos Ay Ay, AL Entonces, p = 4\12 A, + 2)&2—1 es la
clase de cierta representacién p, tal que

Pr:U0(2) — Aut (C* Q C* QA* C* @ N\* C2 @ A\* C?) = AutV

Es decir, que los elementos de U (2) se consideran aqui generando automor-
fismos de un espacio vectorial de dimensién 6, como ficilmente se deduce.
El problema concreto es: Dado un elemento

( uyy Uy )
% = € U(2)
Uy Usg

iqué matriz corresponde a p, (#)? Es facil de escribir, teniendo en cuenta las
definiciones de los elementos que se manejan y mediante las reglas —ya vistas—

u(x,9)=(uxuy)
w(x®y)=uxQuy
u(x Ny)=ux \uy

cuya sentido conocemos, y sera aclarado mis en este ejemplo. Los elementos
del espacio V seran de la forma

v=0;;6, Qi Q& Nga+oiNly+ct N\A&

siendo {¢; },{/, },.... {k, },i,7 =1, 2, las bases canodnicas de los respectivos
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espacios C2 que aparecen en la expresion de V. Entonces por operar U (2)
sobre C2 por substitucién, y ser

pP=A A A+ A+ A
es

pr () v="=a;; uir ¢, Q ujs fs @ (det#) gy \ g2+ (detu)~1 &y A\ /23 +
+ (detu)=1 &y N\ 4.

Asi, la matriz 6 X 6 buscada es la siguiente

Gy tyy det 2wy uy det o uy u, detu wuy uy detu 0 0
#yy tyg det w0 wgy wgg det w4 wg ug detu uy wugpdetz 0 0
%9 t4yy det 4 uq g det u wgy 2y det e gy uyy det w0 0
pr () = #g thygdet 4 uyq ugg det u wgq g det 4 ugo ugg detu 0 0
0 0 0 0 (detu)"t O
0 0 0 0 0 (detx)?

Supongamos ahora que # se expresa en la forma diagonalizada

eifi 0
Sl
0 eips

y consideramos la representaciéon p, : U (2) — Aut V dada por u y—> p (%),
siendo

€3 (86 + o)
¢ (3 B+ 2B
i (3Bi+28) .
ps () = ¢i (B +8y)
e—i (B + Ba)
e—7(B1+ Bs)

que se obtiene simplemente haciendo
tyy=c¢ib, ua=0, #y =0, uyy=cibs,
Escribiendo

MAF2M P =(a + o)t ey aa+2(a,09) ' =0  ag+2 0yt ay* +
+ oy e +20a,7 1 a7t
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se ve que podria haberse éscrito directamente p, (#), partiendo de su expresion
diagonalizada, a partir de los exponentes de «, y a,, seglin indica la matriz p, ()

anterior. Como sabemos, las representaciones

pr:U(2) ————— AutVv

Uy Hyg
"=( ) v—> p, (%)

Hy ¥
y
pa:U(2) —> AutVv
Uy Py
u = v p; (%)
Uy Uy

son equivalentes, de modo que tenemos la misma clase
2 L -1
A2 2,0

Noétese la sencillez del calculo de la matriz p, (), ya que los exponentes de

@, y @, nos dan los coeficientes 8, y 8, en la expresion de p, (u).

REFERENCIAS

[11 Amivam, M.: K Theory. Benjamin, 1967.

[2] HuseMOLLER, D.: Fibre bundles. Mc. Graw Hill, 1966.

[8] Picon, G.: Groupes de Lie. Répresentations linéaires et applications.
Hermann, 1971.

[4] Zerosenko, D. P.: Compact Lie groups and their representations. A. M.
S., 1973. :



