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GEOMETRIA METRICA EN UN SIMPLEX DE R*

por

MaNueL DfAz REGUEIRO

Comenzaré por algunas nociones elementales relativas al simplex n-dimen-
sional a utilizar mis adelante:

1) Un simplex de R” esti determinado por # vectores de R™.

2) Tiene n + 1 vértices y # + 1 «caras» que son simplex de » —1 dimen-
siones.

3) Dados # vectores de R", v,,9,,...,7,, y conocidas sus coordenadas con
respecto a una base ortonormal, el volumen del paralelotopo que determinan
viene dado por V = det (7’1’ Uygs ons v,)-

VX £~

4) El volumen de un simplex de R%,viene dado por V =
: n

, volu-

men de la base por altura dividido por =.

DeMOSTRACION.—Si la altura estd en la direccion del eje X y hacemos una
seccion mediante un hiperplano paralelo a la base en la coordenada x.
Si V, es el volumen de la base y V (#) es el volumen de la seccidn,

h
Vs V (%)

3
Vv \' A
=1 = Tn=1 V=fV(x)dx= M—f,—fxﬁ"dx: Vo XA
0 ]

”n

5) Como consecuencia de lo anterior el volumen de un simplex de R”, deter-
minado por los vectores Uyy Upy eees Y, vendra dado por

volumen paralelotopo (7, ... vy) det(vy,... v4)

n! n!

6) En R» llamaremos vector asociado a un hiperplano a un vector orto-
gonal al hiperplano.

7) Dados dos hiperplanos que se corten; si consideramos dos semihiper-
planos, de los cuatro en que se dividen por el corte, vamos a definir su angulo.
En primer lugar dividirAn al espacio de R” en dos partes, una interior al
angulo que forman y otra exterior. Para medir el dngulo que forman se define
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tomo el angulo que forman dos vectores, cada uno de ellos asociado a uno
de los hiperplanos, uno de ellos con sentido hacia el semiespacio interior y el
otro con sentido hacia el semiespacio exterior.

8) El término «cara» tiene aqui exclusivamente el sentido de celda limi-
tante de # — 1 dimensiones. «Vector», en general, serd un vector libre de R,
pero en cuanto a constituyente de un simplex, tendrj origen y extremo. Para
«determinar» o disefiar un simplex dados # vectores libres de R”, lo haremos
dando un origen comin a esos vectores y uniendo sus extremos entre si.

PRODUCTO EXTERIOR DE # — 1 VECTORES DE R™

Dados #—1 vectores linealmente independientes de R*,v,,v,,...,7,, se
define su producto exterior v, X vy X ... X v,, como un vector ortogonal a
cualquier hiperplano con subespacio vectorial de direccién generado por esos
vectores; de médulo el volumen del paralelotopo que forman esos # —1 vec-
tores; y con sentido dado por una regla determinada (que no fijaré pues los
resultados que siguen son independientes del sentido con que se haya definido
el producto exterior).

Si los vectores tienen las coordenadas, respecto a una base ortonormal,
siguientes :

0y = (Vg1 Vg2, oo.y Ugn)
Vy= (35, V3gs ++ey Vgn)

Vu = (Uny, Ungyrser v,m)‘

entonces, el vector de R®

Vgg ovo Vg
Vgg oo Vgn

ﬂ’Xﬂsﬂ’X...Xﬂn= ’

Vg ooo Unn

g1y Vggy o1 Vgn Dagy eeey Vgny
Vggs Vggy +oos Ugn
- so-n(_l)”_l

R N A I I I A AT ssseessesesoe

Uiy sy Unngy ooy Unn VUnngyooey Unn—y

cumple las condiciones que hemos impuesto al producto exterior de vectores,
ya que 1) es ortogonal a v, (t=23,..,n)



— 7 —

Uiy Uigy ooy Vin
Vog s Vagy + v 0y ”’n‘
cee.ie.cesrsccnnns
;0 (93X oo X0 X X o) = =0

Vigreornnenenr Uin

ﬂ”l,.--.-..., Y n

2) El médulo del producto exterior es igu‘ai al volumen del paralelotopo que
forman los » — 1 vectores. o

Sea v, un vector unitario ortogonal al subespacio generado por Uy, U
y de coordenadas v, = ('z/u, v

30 01 Uy
» ¥,y) Trespecto a la misma base ortonormal,

S
entonces
Vigy Vygyr evey Uyn
Ugis Vg ooy Ugn
2y (9% oo X om) = =logll - 12X +.. Xoull . cosa
Dniy Dugy ooey Unn
La conclusién se deduce del hecho de que |z, || =1; de que a =0 o =;

de que el volumen de un paralelotopo es igual al determinante de los vectores
que lo determinan y también al volumen de la base por la altura.

3) El sentido sigue una regla bien defimida.

PROPIEDADES DEL PRODUCTO EXITERIOR DE # — 1 VECTQRES

Consecuencia de su definicién son:
1) Si en el producto hay dos vectores iguales, el resultado es 0.
2) Es lineal para cada uno de los factores.

8) Al cambiar 2 factores cualquiera entre si, el producto exterior cambia
de signo. :

4) Si uno de los factores del producto es una combinacion lineal de otros
factores, el producto exterior es 0.

Lema 1.—Dados » vectores de R7, Uy Uys Ugs oos Uy SE cumple que:
(s —0) X (v =0 ) X oo X(On =2, )=03 X2 X .0. XV—
=9, XX o e X0 — 03 X9 XX oo X — o= 0 X3 X1 X oo X1y

Para demostrarlo sGlo hay que teper en cuenta las propiedades 1 y 2 del
producto exterior.

Ademds se puede observar que, dado un simplex de R determinado por
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€s0s m vectores v, ..., v,, Sus simplex-caras # — 1 dimensionales, estan de-
terminados por los vectores

1.9) 25, 05,000y U
2.8) vy, Vg, Uy aeey Un
3.”7) Dgy Ugy Dayeeey Un
49) Vg, Ug, Vyyoeny Un
. S s et s s s
no) vy, vy, 04, ..., U
M 1)vg— v, 03— vy, U, — Oy, eusy Vn—12,

Es decir que en la igualdad del lema 1 aparecen los productos exteriores
de los #n—1 vectores que determinan cada uno de los simplex n —1 dimen-
sionales integrantes del simplex # dimensional.

TEST DEL SENTIDO

Dados »n vectores U Ugy Ugy ooy Uy, CON N origen comtn, diremos que
v, X v, X ... v, tiene sentido hacia dentro del simplex determinado por los #
vectores si v, - (v, X v, ... X ,) es un niimero positivo; y hacia fuera del
simplex si v, - (v, X ... X 7,) es negativo.

LeMA 2.—Sean V1’ Vz, ...,Vm+1, los voltimenes de los simplex-cara de un
simplex de R". Sea «;; el dngulo que forman las caras i y j del simplex. Se

cumple que:
Vid=V,Vygcosaq+V, Vscosayy 4 ... + Vy Viuyy cOSagny,
(de igual forma para cualquier otra cara intercambiando los indices).

DEMOSTRACION.—Sea un simplex determinado por los vectores Vs Uy oer Uy
Sea V, el volumen del simples determinado por v, v,, ..., ¥,,
V, e volumen del simplex determinado por v, v, ..., 7,

V, el volumen del simplex determinado por v,,v,,v,, ..., ¥,

V, ,, ¢l volumen del simplex determinado por v, —v,, v, —v

En este caso,

L Uy T YL

V, = log X #3 X oo Xonll
= (n—1)!
J2s X 23 X oo Xonll
(n—1)!
v ___"(”z"'":)X(”a"”l)X---X(”n—”xul__
AR (n—1)!

V= |
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Entonces, si el lema 1 lo escribimos

23 X 03X ooe Xou= (03— ) X (23 —23) X ... X (s —12)F
Fo X0y X0, X oo Xt X023 X X oo X2w+
FoooF o Xy Xy X oo Xop+ 2 Xog X9 X oo X

y multiplicando escalarmente esta igualdad por v, X v, X Uy X e X Uy deno-
tando,

=2 X 0g X 0 X oo0 X s
=0, X093 X0 X oso X 0n
=03 X0g XX ... X0

“n+1=(”a—”1)X(”s—”1)><-~-X(”nf?1)

resulta

ol 2=1loy | - [|#glf cos(ay, sg) + [l 2y |« [ 25 || cOS (2, 29) ... +

Fllaglle un |l cos (ayy wn) £ g |2 || thnyy || cOS (21, tmsy)-

Aplicamos zhora el test del sentido; si v, -1, es, por ejemplo, positivo,
es decir, el vector u, tiene el sentido hacia dentro del simplex, entonces,
v, v, =—v *u_y u, estd dirigido hacia fuera del simplex. Idem con u,,
ya que w, +u, = —wv, -u, con u, etc., hasta u, ya que v, - u, = —v *u,.
Por dltimo, para saber el sentido de «,, , lo multiplicamos escalarmente
por —w, (vector del simplex con el mismo origen que los factores de u,. )
y resulta —wo -wu, , =—wv -u (sin mis que efectuar las operaciones).
Luego u, , esta dirigido hacia fuera del simplex.

De aqui el 'amgulo (1‘41, #,) =a,, ya que a, es el angulo del sen'nl.uPer-
plano que contiene al simplex 1 con el que contiene al 2, y, por definicién,
es el angulo que forman dos vectores, cada uno de ellos asociado a un
hiperplano, -y, con sentido, uno hacia el semiespacio interior y otro hacia
el semiespacio exterior (tal y como cumplen u, y u,, como hemos comprobado

con el test del sentido). De igual forma,

(v, us) =0y

tessisaceanns
(#y, tin) =0yn

(#yy #nyg)=0aynyq
Luego podemos escribir

Hegll2=02 1. fugll cosey + [lo ]l 2l cosays+ ... 4

Al el #ngy 1] cOS 0pmyy
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Dividiendo ahora esta igualdad por ((» — 1)!)2, resulta
V=V, Vicos a4V, Vycosag+ ... + Vi Vuy oS ainyq

TeoreMA 1.—En un simplex de R”, cuyos simplex-caras tengan de volu-
men V, ‘Vz,’..., V, ;s tenemos que: -
Va4 ...4 V2 -2V, V,cos53— ... —2V, Vicosa,;— ... —
=2V, Vicosa;y,i=Vh+ ..o+ V0 —2 Vs VipsCOSaiyy, it —

— e =2V, Vo €OS 04y

DEMOSTRACION.—Dadas las # + 1 igualdades,

V=V, Vycos ayg} ... 4+ V; Viyy €0S ay,ny,

R R A R S A A A R S I NI ST ) D A R

Ve s =V Vay; €08 ay, mpg+ +oo + Vi Vayy COS tu,nyy

sustituyéndolas en la igualdad que queremos probar, comprobamos que se veri-
fica, dando, los dos lados de la igualdad,

2V, Viyyc08 ag;01+ .00+ 2 Vi Vgyuy €Os aimyy

CoroLario,—Ya que en la formula del teorema 1 ni el nimero i, ni el orden
1,2,3,...,n, son esenciales en la demostracién, esa férmula se podrd escribir
variando i desde 1 hasta . Y, para cada 7, permutando los indices obtendre-
mos férmulas diferentes.

Como ejemplo en R# tenemos ias formulas

V3, = V8, 4 V3, | V2, V2, — 2V, Vycos agg — 2 Vy V, cOS g, —
— 2V Vscosags —2V; V,cosag, — 2 Vg V;cos agg — 2V, Vg cos ay

V3, 4 V3, — 2V, Vecosag = V3| V2, 4 V2 — 2V, V, cos agy —
—2VyV,cosag; — 2V, V;cosay

y todas las permutaciones de indices que.queramos en éstas nos dan nuevas
formulas.

TEOREMA 2.—Si en un simplex de R” tenemos que a,; = 90°, i 7#j, i <k,
1< k, y también que «,, = 90° para I3 m. | >k, m > k. Entonces

V4V, V=V VLV,

DEMOSTRACION.—Trivial,
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Nota.—Se verifica el teorema igual si, en todo su enunciado, hacemos una
permutacién de indices.

Ejemplo, en
RE, VB = V2 + VB L Vi, + V3 si agy = oy = oy == a3 = 015 = 015 = 90°.
¥
V34 V=V + Vi + Vi 51 | %12 = gy == O35 = Ay = 90° .

o cualquier otra {érmula resultante de éstas permutando los indices.

"BIBLIOGRAFIA

HerMANN GRAsSMANN : T'eoria de la extensidn, Espasa Calpe, 1947.
ErNsT PESCHL: Geometria Analitica y dlgebra lineal, Selecciones Cientificas.
Madrid, 1970.



