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LA INDUCCION EN EL BACHILLERATO

por

J. B. RoMERO MARQUEZ

{Conclusion)

OBSERVACIONES.—

1) La variable ¢ que aparece en el teorema 1 es algunas veces llamada
‘variable de induccién y el procedimiento es llamado como una demostracién
-por induccién sobre i.

2) Hemos visto que sumando 1 al entero k se obtiene en entero k + 1
-que es mayor que k, pero no existe ningtn entero que sea el mayor de todos.
Sin embargo, partiendo de 1, se alcanzan todos los enteros positivos, des-
pués de un niimero finito de pasos, pasando sucesivamente de k a k + 1.
Esta es la base intrinseca del método de induccidén. Por ello, el «método de
induccidén» consiste: Sea P (#) una afirmacién que contiene al entero #; se
puede concluir que P (n) es verdadera para cada n > u, si es posible probar
Jlos dos teoremas siguientes:

(a) Probar que P (n,) es cierta y

(b) Probar, que supuesta P (k) es cierta, siendo k un entero arbitrario pero
‘fijado > n, que P(k +1) es cierta.

En la practica, n, es generalmente 1. La justificacién de este método
‘tiene varias formulaciones alternativas, como la que sigue:

«Principio de induccion mateméticar.—«Sea @ £ S C R que tiene las pro-
-piedades: (1)1€ S y (2) si un entero k pertenece a S, también k + 1€ S,
.entonces cada entero positivo pertenece a S.»

DemosTrACION.—Sea P el conjunto de los enteros positivos que pertenecen
:a S. Se trata de ver que P = [N. Introducimos antes de continuar con la
-demostracién, el concepto de conjunto inductivo: «5 C R es inductivo si (1)
si 1 €Sy (2) si w€S, entonces » +1€ S. Ejemplo R es un conducto induc-
‘tivo. De otra parte un nimero real se denomina niimero natural si pertenece
a cada conjunto inductivo de R. Se puede probar que todos los niimeros
naturales son positivos y que este método es equivalente a la introduccién
de N por los axiomas de Peano o cualquier método equivalente.»

Continuando con nuestra demostracién tenemos:

Como cada entero positivo pertenece a cada conjunto inductivo, basta
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probar que P es un conjunto inductivo. Ahora por (1) sobre S, resulta 1€ P.
Supongamos ahora que un entero k€ P; entonces k estd en S y por (2) sobre
5, k+1€S. Perc como k + 1 es un entero positivo, k +1€ P y P es ask
an conjunto inductivo igual a ]N.

Es importante sefialar que un conjunto inductivo de R puede contener
numeros reales que no son enteros positivos. Por ejemplo @ y R son con-
juntos inductivos.

Para finalizar el teorema que hemos llamado «principio de induccién ma-
tematica, dice: «que el conjunto de los enteros positivos es un conjunto in-
ductivo minimo».

3) Para un esquema no matematico de la idea de la induccién se puede
ilustrar con el dibujo de la figura 1.

n & A1
Fig. 1.

Supongamos una fila de fichas de dominé situadas de perfil y numeradas
consecutivamente, que se extiende indefinidamente hacia la derecha,
ver [3] y [4].

Supongamos que estan dispuestas de tal manera que si una de ellas cae,
por ejemplo, el seflalado con el simbolo k, choca con el siguiente sefialado
con k+ 1. En seguida se intuye que si fuera empujada hacia atrds la primera
derribaria iodas las demas fichas. También es claro que si fuera empujada
hacia atrds una ficha que no fuera la primera, por ejemplo la sefialada con N,
todas las fichas postericres a ella caerian.

4) Cuando se efectfia la demostracién de una afirmaciéon P (n) para todo
entero # > 1, por induccién matematica, se aplica el teorema.

TeoreMa 2.—(Principio de buena ordenacién o [N es un conjunto bien orde-
nado).—Cada conjunto no vacio de enteros J C [N contiene un entero j (lla-
mado minimo elemento o primer elemento), tal que para todo i€ J, 7 < i.

DEMOSTRACION.—(Por induccién sobre el cardinal de J).—Base.—Para el caso
que cardinal de J =1, J ={j} y el teorema es evidente. Etapa de induccién.—
La hipétesis de induccién es que, para todo k> 1, cada conjunto de enteros
de cardinal k contiene un minimo elemento.

Sea J cualquier conjunto de enteros de cardinal k4 1. Podemos evidente-

mente escribir: J = JU {7}, donde card § = k y donde, por hipbtesis de in-
duccién, existe un entero 7€ J tal que § < i para todo i€ j. Ahora, si i<?s,
entonces j < i para todo 1€ J; si j/|<C 7, entonces j/ < i para todo i € J. Asi,
el teorema es cierto para J, con cardinal J = & 4 1.

OBSERVACIONES.—

1) Los enteros positivos [N tienen otra propiedad importante llamada «prin-
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cipio de buena ordenacién», visto en teorema 2 y que se utiliza como base para:
las demostraciones por induccién.

Dicho principio de buena ordenacidn es légicamente equivalente al principio-
de induccién.

Como lo hemos presentado aqui en el teorema 2, se deduce del teorema 1,.
pero también a la reciproca. La equivalencia del teorema 1 y 2 se puede ver

en [3], [18] y [56]. Tanto el teorema 1 como el teorema 2, se pueden tomar
como axioma que define al conjunto |N.

Aplicaciones del teorema de induccién y el principio de buena ordenacion.

TeorEMA 3.—Sea r un entero positivo, y sean @y @y, oo, @;, €NtETOS NO nega--
tivos menores que #. Entonces, para todo j > 0, se tiene:

aytayrdayrt 4 . airt <<l

DEMOSTRACION.—(por induccién sobre j).—Base: para j = 0, el teorema es-
verdadero, ya que o, <<r. Etapa de induccién: la hipdtesis de induccién es que,.
para todo k > 0,

aytayr+ ... Fanrk <k,
De aqui:

aytart ... Fakrkdapi rkrl=(agfa;r+ ..o Farh) + are A<
<rk+l+ak+l rh+l — (1+”k+1) rk+l < o A4l = pht2

ya que 1+a, |7, que prueba el teorema para j = k + 1.

TeOREMA 4.—(Teorema de la divisién).—Para cualquier entero n > 0y m > 0,.
existen enteros tinicos ¢ > 0 y 7, tal que, n = m g+ 7 donde 0 < v < m.

DeMOSTRACION.—Sea J ={j €N |n =mv+j, § >0, v >0}, conjunto de
los enteros no negativos; como J=£ @, ya que por lo menos z € J, tendra
por el teorema 2 un minimo elemento que designamos por 7.

De aqui, existen, # > 0 y ¢ > 0 tal que n = m g + 7. Ahora, si hacemos las
hipétesis que 7 > m, entonces, para cierto a tal que 0. ¢ <7, tendremos
r=m+a. De aqui, n=mq+r=mq+m+a=m(qg+1) +a, de donde
a’€ J. Pero esto contradice el hecho de que # > a, era » el minimo elemento
de J. De aqui deberemos tener r << m.

Para probar la unicidad, supongamos que pudiéramos escribir:

n=gm-tr=qgm+r,

donde 0'<r<m, 07 <m. Por tanto, (¢ —¢)m =7 —r. Sin perder
generalidad, podemos admitir que ¢ 3> ¢. Si¢g>¢’, ¢—¢ >0,y ¥ —7 > m.
De todo lo anterior # 3> m y por tanto tenemos contradiccién. Ello lleva a
que ¢ = ¢’ y r = #"; las cantidades g y 7 se llaman respectivamente, cociente y
resto obtenido por division de # y m.
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TeoREMA 5 (el segundo principio de induccién finita).—

Sea P (i) un enunciado o proposicidén tal que, para cada entero positivo i,
-es cierta o falsa. Para probar que P (i) es verdadera para todos los enteros
4 > i es suficiente probar que:

(i) Base.—P (i) es verdadera.

(i) Etapa de induccién.—Para k > i, si admitimos que P (i) es verdadera
-para i = io, io + 1, ..., k (llamada hipétesis de induccién) implica que P (k + 1)
-es cierta.

Demostrac1ON.—Definimos los conjuntos
I=}ieN |i=4l y J=}i€l|P(iesfalsa.}

:Si j;ﬁ @, entonces por el teorema 2, tendrd un minimo elemento que llama-
mos j. Si la condicién (1) en el teorema se verifica, i) § J; de aqui, j >i.
JAsi, P (¢) es también verdadera para i = i_o, ig+1,...,7—1, donde j —1 > io.

Si la condicién (ii) se verifica, entonces la verdad de P (5) para i =i, i + 1,
<oy —1, implicara la verdad de P (j), que contradice al hecho de que j€J ¥y
-de aqui que fuera J £ .@. En conclusién, J =@ y P (i) es verdadera para
todo & > 1.

TeoreEmMA 6.—(Principio de doble induccién).—

Sea P (¢, 7) un enunciado o proposicidn, tal que para cada entero ¢ y cada
wentero j puede ser cierta o falsa. Para probar que P (4, 7) es cierto para todos
los enteros i >4y j > j,, es suficiente probar: (i) Base: P,(ij, ) es cierta
y (i) Etapa de induccién.—Para todo k > i y I > j,, si admitimos que P (%, I)
-es cierta (llamada hipétesis de induccién) implica que P(2 + 1,1) y P (k, I + 1)
:son ciertas.

La demostracién del teorema 6, se obtiene de los teoremas 1 y 2. Un buen

.ejercicio de este principio de doble induccién es: demostrar que 2™ > mn si
mi>1,n>1

OBSERVACIONES. 7

Definiciones recursivas o recurrentes.—Veamos como los principios de in-
duccién finita pueden ser utilizados para la «definicidén», esto es, para la compu-
tacidén y construccién de varias entidades cuyos valores o estructuras son funcio-
nes de argumentos enteros positivos.

TeoreMa 7.—Sea E (4) una entidad tal que para cada entero 4, puede ser bien
-definida o no definida. Entonces E (i) estd definida para todos los enteros
4> i si

(i) Base: E (i) estd definida,

(ii) Etapa de induccién: Para cada k > i, la afirmacién que E (i) estad de-
finida para

P=ip g+ 1,70+ 2 ..., 4

implica que estia definida.
Este teorema se sigue del segundo principio de induccién o teorema 5.
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El teorema 7, sugiere el método siguiente para la definiciéon de una entidad
E (i) para todo entero i > iy

(i) Base: definimos E (i),

(ii) Etapa de induccion: Para cada i3> iy, definimos E (i + 1) en tér-
minos de

EGg) E(ip+1),...E@).

Una definicion expresada en esta forma es llamada una definicién recursiva ;
E (i) se dice recursivamente definida y este método se emplea mucho en mate-
maticas y en particular en el calculo en diferencias finitas y en la elaboracidén
-de ornigramas de programacién.

EjempLo.—Los nameros de Fibonacci F; (i > 0), estin definidos recursiva-
mente por:
Base:
Fp=0, F;=1

Etapa de induccién:

Fiy=Fi +F: (1=1,2,38,...)

Para finalizar esta seccién, recomendamos por su gran cantidad de ejerci-
cios e ideas 1], [9], [10].

8. (OTRAS CUESTIONES SOBRE ]\ Y NUEVOS MATICES SOBRE EL PRINCIPIO
DE INDUCCION

8a. Un problema de Hilbert o el significado de los conjuntos finitos e infi-
nitos.—«Supongamos que, en un cierto hotel, todas las habitaciones estan ocu-
padas y que cada habitacién es unipersonal. Si es un hotel finito, y si llega
-otra persona mas en busca de habitacién, es imposible satisfacer su demanda.
Pero si es un hotel con infinitas habitaciones, no habri ningin impedimento
para acomodarlo. Supongamos que las habitaciones estin numeradas, 1,2, 3, ...,
«con una habitacién para cada entero positivo.

Si llega un nuevo huésped, simplemente pedimos al huésped de la habitacién »
-que se mude a la habitacién # + 1. El huésped niimero 1 se mudari a la habi-
tacién 2, el Luésped ntimero 2 a la habitacién 8, etc. Esto dejard vacante la
habitacién 1 y podremos ubicar en ella al recién llegado. Més atn si el nimero
.de huéspedes que llegan es igual al de huéspedes que ya hay en el hotel, no debe
inquietarnos. Pedimos simplemente al huésped nfimero » que se mude a la habi-
tacién 2#n. Con esto quedaran libres todas las habitaciones de nféimero impar,
en las cuales podemos acomodar al niimero infinito de huéspedes recién llega-
dos, ver [23].

Este ejemplo nos da pie a introducir el concepto de conjunto finito y el
«concepto de conjunto de los nfimeros enteros naturales desde otra vertiente.

Definimos para ello, la equipotencia de conjuntos en el sentido de G. Cantor-
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Dedekind ; se prosigue con el concepto de cardinal o potencia de un conjunto.
Entre los nimeros cardinales figuran los notados por los simbolos 0,1, 2,3, ...,
pero que no son, naturalmente, los nimeros 0, 1, 2, ..., «habituales» o inductivos
(en el sentido de que los enteros «usuales» son ideas metafisicas deducidas de
la experiencia concreta, mientras que los enteros «matematicos» son objetos
deducidos tedricamente por medios de):

0 =card (@), 1 =rcard( ®}), =card ( , {0} .. etc..

Después se define el orden y las operaciones con cardinales y se prueba que
para todo cardinal » se tiene x << 2% Finalmente se llega a caracterizar los.
conjuntos finitos y el conjunto de los enteros naturales positivos, con los si~
guientes teoremas:

(i) Sea X un conjunto, las propiedades siguientes son equivalentes:
la) El dnico conjunto contenido en X y equipotente a X es el propio X
(esto es X no es equipotente con ninguna de sus partes propias),

1b)
card (X) gz card (X) 4 1.

Asi, un conjunto X es finito si verifica 1a) o 1b), e infinito si no las
tiene. Lo mismo un cardinal # es finito si x;f;x + 1, e infinito si ¥ = + 1.
Un cardinal finito se llama también un niimero natural y a un cardinal infinito
se llama numero transfinito.

El conjunto de los wiimeros naturales.—De todo lo anterior, vemos que
existen conjuntos finitos, ya que los conjuntos

9,10}, {0,101, ...

son finitos; por lo demés, es en este momento cuando vemos que la matema-
tica toma forma, a pesar de que todo lo anterior se basa en la nociéon de
conjunto vacio. Se establece para ]N el siguiente teorema:

(2) Existe un conjunto N y sélo uno tal que la relaciéon 2 € [N, es equi-
valente a la relacién x es un entero natural. El conjunto N es infinito.

De aqui: existe al menos un conjunto infinito, equivalente a decir que
existe un conjunto cuyos elementos son los enteros naturales.

Al cardinal, card (IN), se le llama potencia del numerable y se dice que
un conjunto X es numerable si es equipotente a ]\, esto es, si existe una
biyeccién de N —> X, para mas detalles sobre 3a), ver [19] y [22].

n—>xn

3b) El problema de G. Polya y otro similar

Polya propuso encontrar el error en la siguiente «demostracién por in-
duccién» :

ProsLEMA 1.—Dado un conjunto de 7 nifias rubias, si por lo menos una de
las nifias tiene los ojos azules, entonces las » nifias tienen los ojos azules.
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DEmosTRACION.—La proposicién es evidentemente cierta para n =1, por
thipotesis, ya que en el caso de que el conjunto tenga una sola nifia rubia,
#lene que ser necesariamente de ojos azules. De otra parte el paso de k a
& + 1, lo vamos a ilustrar al caso particular de » = 8, a »n = 4. Supongamos
para ello que la proposicién es cierta para # =3, y sean N, N, N, N,
.cuatro nifias rubias tales que una de ellas por lo menos, tenga los ojos
.azules, por ejemplo la N . Tomamos N,, N,, N conjuntamente y haciendo
uso de la proposicién cierta para n = 3, resulta que N, y N, tienen los ojos
azules. De otra parte rtepitamos el proceso con N, N, y N, se encuentra
igualmente que N_ tiene ojos azules. Es decir, las cuatro tienen ojos azules.

Un razonamiento analogo por «induccidén», permite el paso de & a k+ 1
«en general. De aqui podemos concluir:

CoroLario.—Todas las nifias rubias tienen los ojos azules.

DemosTRACION.—Puesto que efectivamente existe una nifia rubia con ojos
:azules, se puede aplicar el resultado precedente al conjunto formado por
lodas las nifias rubias.

Es evidente que la clave del asunto esta en el paso de la induccion para
#m =2, ya que en este caso la proposicién no puede ser verificada que sea
«cierta, es decir que se deduzca de! caso n =1, ver [5] pags. 26 y 27.

ProBLEMA 2.—«Todos los ciudadanos son tratados igual por la ley.»

DemostrAcION.—(Por induccién sobre el ntmero i de ciudadanos). Base:
«cuando i = 1 hay un solo ciudadano, y el teorema es trivialmente cierto. Etapa
.de induccién: Supongamos que el teorema es cierto para k ciudadanos cuales-
.quiera y consideremos cualquier grupo de k 4+ 1 ciudadanos, designados por
~C1, C2, s Cpy Gy 1 Por hipotesis de induccién Cl, C2, ..y C; son tratados
sigualmente por la ley y lo mismo les ocurre, C,, C,, ..., Cu, ;. De aqui, el
tratamiento de C1’ Cz, vy Gy Ck+1, por la ley es el mismo, ya que lo es C2,
y de aqui, todos los ciudadanos son tratados igual. Asi, el teorema es cierto
para i =k + 1.

Es claro que la proposicién o problema 2 es similar al problema 1, y es
-evidente que la clave de esta falacia estd en C,, es decir, en la induccion
de i=1a1=2

3c) Observaciones finales sobre la induccién matematica.

Como veremos mas adelante, la inducciéon empirica de las ciencias natu-
rales procede de una serie particular de observaciones de un cierto fenémeno
‘para establecer una proporcién o ley general que debe regir todas las posi-
bilidades del fendmeno. Es claro que el grado de certeza con que se esta-
blece dicha ley depende del niimero de observaciones particulares y confir-
maciones del fenomeno. Este tipo de razonamiento inductivo es con frecuencia
plenamente convincente, la prediccion de que maflana el sol hara su salida
por el Oriente o que todos los cisnes son blancos, tiene toda la certeza posi-
ble, pero el caricter de esta proposicién no es el mismo que el de un teorema
-probado, con razonamientos estrictamente légicos o matematicos.

Asi, por ejemplo, L. Euler considero el trinomio f(x) = 22 4+ x + 41.
Dando a x los valores 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, obtenemos respectivamente
Jlos numeros primos, 41,43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151. ; Podemos infe-
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rir que para todo € IN, f(+) es primo? Observamos que f(i) para i entre:
0 <1« 39, son nameros primos, pero sin embargo, f(40) = 412, es un ni-
mero compuesto. De aqui concluimos que una proposicién que se verifica:
para valores particulares, no es necesariamente cierta para todo i€ IN.

Més general, se puede probar que cualquier férmula del tipo

fle)=ayx*4 a1 ... 4+ ap_ x+ar con, apay ...,ar € 7, ag0,.

no puede dar exclusivamente nimeros primos, ver [20] pag. 96.
De otra parte consideremos los nfimeros de Fermat,

Fu=2"41,2=0,1,...;

Fermat conjeturé que todos los niimeros de esta forma son nlimeros primos.-
La proposiciéon es cierta para # = 0,1, 2,8,4, pero L. Euler prob6 que F, =
= 641 - 6700417, es un nimero compuesto; ver ctros ejemplos en [9]. Toda-
via hoy, dicha conjetura no estid del todo resuelta, tanto afirmativamente como-
negativamente, ya que no se sabe para qué valores de #, F, es primo o com-
puesto.

De todo lo anterior concluimos que una proposicién matemdtica que es:
valida para una serie de casos particulares, por muy grande que sea, no-
tiene por que ser necesariamente cierta, a menos que podamos encontrar una.
demostracién matematica de la misma. Este defecto de creer demostrado um
teorema matematico, con la comprobacién o verificaciéon de la certeza de dicho-
teorema, para un numero finito de casos particulares, es frecuente que lo-
presenten los alumnos que llegan al instituto procedentes de la E. G. B..
Este es uno de los numerosos entuertos que tenemos que deshacer los pro-
{esores de matematicas en el BUP.

El problema de Polya nos hace pensar que cuando los alumnos manejan
el principio de induccién, deben ser extremadamente cautos en sus afirmacio--
nes, ya que, insistimos de nuevo, que toda demostracién que se basa en el
principio de induccién matemética, se denomina demostracién por induccién,.
y que tal demostracién consta necesariamente de dos partes a verificar por
separado en cada caso concreto y que son: a) la proposicién es cierta para.
n =1y b) la proposiciéon es valida para # = k + 1 si lo es para » = k, don-
de k es un nimero natural arbitrario.

Cuando a) y b) han sido demostrados, podemos afirmar, en virtud del’
principio de induccién matematica, que la proposicién es valida para
todo # € IN- A

Asi en el ejemplo de Fermat y en los de Eulér y Polya vistos antes, no
se verifica o mejor dicho, hemos despreciado la comprobacién de la parte b)
de la induccién.

Veamos otros ejemplos que permiten matizar la induccién matematica.

«Probar que dos niimeros enteros positivos cualesquiera son iguales». Sea.
para ello, a, b€ ]N,a#b y definimos méix (a, b)) al mayor de a y b&; si
a = b, mix (a.b) = a.

Sea P, la proposicion: si @ y b son dos enteros positivos cualesquiera,.
tales max (a, b) = n se tiene a = b.
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a) P es evidentemente cierta, ya que si méx (a, b) =1, se tiene, ya:
que a,b € N,a =0 =1.

b) Supongamos que P, es cierta. Sean, a, b€ [N cualesquiera. mix (a, b) =
=7+ 1. Definimos los dos enteros A=g¢—1 y B=b—1; se tendra:
max (A,B) =r. De aqui A =B, ya que P, se ha supuesto cierta y por-
tanto P, | es cierta. Por tanto en virtud de la induccién matemitica, P,.
es cierta para todo n.

De otra parte, si a, b€ N cualesquiera, designemos m (a, b) = 7.

Puesto que hemos probado que P, es cierta para todo =, se tendrd en:
particular que P, es cierta. Por tanto a = b.

Veamos ahora un ejemplo en el que se supone demostrado el teorema a)»
de la induccidn.

«Todo ntimero natural, es igual al nimero natural siguiente.»

Es claro que si suponemos que k = k 4 1, podemos probar que k4 1 =-
=k 4+ 2 y asi la proposicion es valida para » = k, también lo es para n =
=k +1 y el teorema estd probado. Como consecuencia, tenemos el falso:
corolario, de que todos los «niimeros mnaturales son iguales». Analicemos-
donde esta el error: es claro que el teorema a) del procedimiento de induccién:
no ha sido demostrado (es mas, ni siquiera se puede probar) y sélo ha sido-
probado b), ya que sabemos de la légica que de un enunciado falso se puede-
implicar un resultado verdadero.

Por todo ello, los teoremas a) y b) del método de induccién matematica son-
independientes ; el teorema a) crea, en sentido figurado, la base de la induccidn,.
mientras que el teorema b), permite ampliar automiticamente e indefinidamente-
esta base, pasando de un caso particular al siguiente, o sea, de # an + 1.

Por todo lo anterior, podemos dar una nueva formulacién del principio de-
induccién matematica, asi:

«Si una sucesion de proposiciones, P, P P

positivo tal que:

s 41 ---» donde s es un entero

S+1°

a) se sabe que Py es verdadera y b) para todo 7 > s, de la verdad de P,.
se sigue la verdad de P, ,, entonces todas las proposiciones son verdaderas ;
es decir, P, es cierta para todo n > s. Para establecer esta proposicioén, se hace
de forma aniloga a como probamos el principio de induccién finita ordinario,.
con la tinica variante de sustituir la sucesién, 1,2, 3, ..., por la sucesion, s, s +
+1L,s+2 ...

Como un buen ejercicio de aplicacién de lo anterior, tenemos la desigualdad:
de Bernoulli; «para todo p £ 0y p > —1y para todo entero n > 21+ p)yr >
> 1+ n p»; esta desigualdad es 1til en diferentes teoremas sobre convergencia:
de sucesiones.

En algunos enunciados complicados, en los que se utiliza la induccién, ésta:
debe ser precisada en los siguientes términos:

A veces b) se basa en que la proposicién es verdadera no sélo para n = k.
sino también para » = k — 1. En estos casos a) de la induccién se debe com--
probar para dos valores sucesivos de n. Ejemplo: si #, =2y u, =38y si

upry=3ur —2ux_y, R€EN,
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-<entonces se puede probar ficilmente que:

“”=2"+1v n€e€N.

HPara verificar a) ha de hacerse para n = 0 y n = 1. Para b) se procede asi:

by =2F141 y  up=29k41,

«<ntonces,
hiy =3 %p — 2wk =3 (2% 1) — 2(2k71 4 1) = 2k+1 41

Otras veces la parte b) de la induccién se demuestra para un valor de #,
:supuesta su validez para todos los nimeros naturales k, &k < #.

También la proposicién por induccidén se demuestra para todo néimero ente-
0 m mayor que un entero  (por ejemplo, cualquier proposicién relacionada con
dos poligonos de #z lados, tiene sentido para # > 3). En este caso a) de la
-dnduccion, consiste en demostrar la proposicién para # = m + 1 y si es necesa-
srio, para algunos otros valores de #.

Supongamos que deseamos calcular la suma

1 1 1
Ss=1T.gte.3+ - Tomry €N

jPodemos ver, con cautela, que

1

2 3
Si=7 Si="g Si=

TR

'y formular a continuacion la hipétesis de que
S ”n
n = nt1° n €N,

«comprobandola después mediante el método de induccion matematica. Asi, la
“hipétesis enunciada sobre s, es efectivamente correcta. Si la hipétesis no hubie-
-ra sido correcta, su falsedad quedaria en evidencia al intentar demostrar la
parte b) del método de induccidén. Por tanto, el método de induccién matematica
spermite determinar la ley general, ensayando las hipotesis que surgen, rechazan-
.do las falsas y llegando a las correctas.

Para finalizar, existen proposiciones matematicas que han sido comprobadas
-en numerosos casos particulares considerados, pero hasta la fecha no han sido
.demostradas en general (por ejemplo, la conjetura de Godbach: «todo niimero
-par £ 2, puede ser representado, como suma de dos nimeros primos»); un
"buen ensayo sobre este problema, lo encontramos en (1), un gran libro, para
“4niciarse en la investigacién y el «razonamiento plausible», en cualquier parte
«e la ciencia.
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La falsedad de un teorema matematico queda puesta en evidencia con unm
contraejemplo, mientras que su veracidad debe hacerse independientemente de
los casos particulares y la confirmacién de la veracidad de un caso particular
no demuestra la verdad del teorema. A

La induccién matematica permite, en diferentes partes de la matematica,
ser utilizada entre otras cosas para el calculo, demostracion, construccién,
definicion, etc. Ver para esto en [10].

4 EL PROBLEMA DE LA INDUCCION EN LA CIENCIA

Una tesis de gran aceptacién y a la que se opone K. Popper, ver [16], es
que las ciencias empiricas, se caracterizan por el hecho de que emplean los
métodos inductivos: segin esta tesis, la légica de la investigacién cientifica
es idéntica a la légica inductiva, es decir, al analisis l6gico de tales métodos
inductivos.

Es frecuente en la vida ordinaria llamar «inductiva» a una inferencia cuando
pasa de enunciados «singulares y particulares», tales como descripciones de los
resultados o experimentos a enunciados «universales» tales como hipdtesis, con-
jeturas y teorias.

Es claro que desde el punto de vista de la légica no es obvio que esté jus-
tificado el inferir enunciados universales partiendo de enunciados particulares
(éste es el punto de vista del matematico y el que hemos defendido en este
trabajo) ; ya que cualquier conclusién que deduzcamos, cabe la posibilidad de
resultar falsa e incompleta algin dia (como ha ocurrido en diferentes teorias
en la ciencia e incluso en algunos ejemplos puramente matematicos como hemos
visto).

Por tanto, llamamos «problema de la induccidny a la cuestién acerca de que
si estan justificadas las inferencias inductivas o en qué condiciones lo estan.
Por ello, el problema de la induccién puede formularse: «como la cuestion de
como establecer la verdad de los enunciados universales basados en la experien-
cia como son las hipéOtesis y los sistemas tedricos de las ciencias empiricas,
ver (24) y (25). Es frecuente encontrar, en libros cientificos elementales y supe-
riores, la siguiente frase que dice: «la verdad de un determinado enunciado o
ley de la naturaleza», se sabe por la experiencia, obtenida esta inferencia l6gica
por los miltiples experimentos realizados al respecto, para la confirmacion de
dicha ley. Asi pues, la pregunta acerca de si existen leyes naturales, cuya verdad
no conste, viene a ser otra forma de preguntar si las inferencias inductivas
estdn o no justificadas de forma légica.

Por todo esto, seglin Reichenbach, al establecer un «principio de induccion»
para el método cientifico, determina la verdad de las teorias cientificas; elimi-
narlo de la ciencia significaria nada menos que privar a ésta de la posibilidad
de decidir sobre la verdad o falsedad de sus teorias; es evidente que sin él,
la ciencia perderia el derecho de distinguir sus teorias de las creaciones fantas-
ticas y arbitrarias de la imaginacién del poeta».

Asi un «principio de induccién» no puede ser una verdad puramente logica,
como una tautologia o enunciado analitico. Dicho principio de induccién, tiene
que ser un enunciado sintético; esto es, uno cuya negacién no sea contradicto-
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ria, sino légicamente posible. De esto nos planteamos de por qué habria que
aceptar semejante principio, y de cémo podemos justificar racionalmente su
aceptacion.

Muchos estamos habituados a creer en la ldgica inductiva, y como sefala
Reichenbach, que «la totalidad de la ciencia, acepta sin reservas el principio
de induccién, y que nadie puede tampoco dudar de este principio en la vida
corriente». Sin embargo, K. Popper en (16), afirma que incluso asi, «la totalidad
de la ciencia» podria estar en un error y por ello es superfluo todo principio
de induccion.

Con Hume aparecen las primeras incoherencias, cuando se admite el prin
cipio de induccidn, ya que tal principio de induccidn es a su vez un enunciado
universal. Mas atn, K. Popper afirma de que las inferencias inductivas, atn
no siendo estrictamente validas, pueden alcanzar cierto grado de seguridad o
de probabilidad; como dice Reichenbach «el principio de induccién como el
medio por el que la ciencia decide sobre la verdad». Para ser mais exactos,
deberiamos decir «que sirve para decidir sobre la probabilidad: ya que los
enunciados cientificos pueden alcanzar tnicamente grados continuos de proba-
bilidad, cuyos limites superior e inferior respectivamente inalcanzables, son la
verdad y la falsedad».

Por ello siguiendo a K. Popper, «no se gana nada si el mismo principio de
induccién no se toma como verdadero, sino meramente probable». En resumen:
la logica de la inferencia probable o «ldgica de la probabilidad» como todas
las deméis formas de la logica inductiva, conduce, bien a una regresién infinita,
o bien a la doctrina del apriorismo, ver (1) y (16).
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