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FUNCIONES DE BESSEL 

por 

JUAN PEDRAZA GONZÁLEZ 

Departamento de Teoría de Funciones, Universidad Autónoma, Madrid 

C O N C L U S I O N 

Presentamos las funciones de Bessel, por tres métodos de generación de 
funciones ; llegando a obtener las funciones de Bessel como elementos matri-
cialcts de las representaciones irreducibles del grupo de las transformaciones 
<3el plano euclídeo M ; método generalizable —considerando otros grupos— 
para obtener otras funciones especiales. 

1. LAS FUNCIONES DE BESSEL Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. 

En un primer apartado, con un tratamiento que encontramos en cualquier 
tratado de ecuaciones diferenciales, sabemos que las funciones de Bessel se 
obtienen en la resolución de 

(1-1) ^.^_.y.^h_^j^ = o 

ecuación diferencial de Bessel de orden a, que presenta una singularidad regu­
lar en jr = O, por lo que su resolución se obtiene ensayando soluciones de la 
forma 

t = x^ X ^ ak x^y 0̂ + 0; 

llegando a caracterizar las funciones de Bessel de primera especie ]^ (x), y 
de segunda especie Ŷ ,̂  (s) ; 

^a(x) = \--^\ 2L. -^ ' " ' ^-^ / eixs^n^-ix^d^ 

eos a Tí'Sa. {x) — J» {x) — J—a {x) 
J_a {x) = ( - l)a Ja [x) Ya (x) = 
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que determinan la solución general de (1-1): 

-^ = Ci Ja {X) -f Cj Ya {x)r SÍ a = O, íi C Z; e j ; = Cj Ja {¿̂ ) + Cj ! _ « {x) 

si 0£ ^ Z» 

2 LAS FUNCIONES DE BESSEL Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS 

PARCIALES. 

Más general es el método que obtiene las funciones de Bessel, como fun­
ciones propias del operador diferencial Laplaciano. 

En el estudio de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, por el 
método de separación de variables, la resolución de éstas se reduce a la de 
determinadas ecuaciones diferenciales ordinarias, donde aparece un parámetro 
arbitrario A, cuyos posibles valores (autovalores) se determinan por las condi­
ciones de contorno ; siendo las soluciones correspondientes a dichos autovalo­
res las funciones propias. 

Así, si el operador diferencial es de la forma 

V , 
1 d i dQi 

(2-1) Z . ^i (-^1' ^2' • . • 1 -̂ Z . • • ^n) (/,• (Xh — 
^̂ •̂ ^ Qí(^í) dXi \ dXi 

la solución 

J J Q/ (̂ /), z = 
í = 1 

que se obtiene por el método de separación de variables, se obtiene al resolver­
las n ecuaciones diferenciales ordinarias autoadjuntas 

d ( dQiix.) 1 
í 2-2) — - - \fi — - gi Q,- (X,) = O 

donde las g. 'Son funciones que verifican 

^ F,- (A'J , . . . , 5̂ ,- . . . Xn) gt = 0. 

Nosotros aplicaremos este método al operador laplaciano en el espacia 
euclídeo 

(2^8) -7-^ + -r-7 + —7 = 0 
o x^ o y^ o ^ 

Considerando coordenadas cilindricas 

[x = r eos (p, y z=: r ten cp, z = z] 
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buscaremos en primer lugar la expresión "^^ <^ = O, y lo resolveremos por el 
método de variables separadas ; al realizar el cambio de variables observamos 
que «j/ 6 Ci, lo que nos asegura la igualdad de las derivadas cruzadas. 

Llegamos a determinar 

^24» d^^ d"<^ 

d x^ d y^ d z^ 

mediante los sistemas [1] y [2]. 

d ^ â '^ d X _ d^ d y 

dr d X d r 

à ^ d X 
+ 

d^ 
d^ 

d X Ô f 

(5 cjj d X 

d y d r 

d ^ à y 
d y d <o 

d ^ d y 

+ 
d ^ d z 

dz 

dz 

d z Ô X d z ^^ à y à z d z 

dr 

dz 
d 9 
d z 
dz 

d^ 
dr -

dú> 

d'^ 
- dx 

d'k 

d y 

d^ 

[1] 

d cp 
—— . _ f sen (p 4- - T — eos cp r 
d X • ' d y 

que nos permiten conocer 

despejando en [1] ; y 

d^'k d^ú^ d^^^ d" cĵ  
M -^—r- r=s - 3 — - cos2 6 + 2 -i—;; sen 6 eos 6 4- -r—r- sen 

O r^ d x^ ' d y d X ^ o y^ 
ly Y u Y u Y 

— --_ — -̂ ^—~- ^' eos (p sen © + -r—^ (r eos- ra ~ r sen^ >£) 
d<^ dr d x^ ^ ' ^ dydx ^ ^' d^ 

^ d y^ " ' d^ 
a'̂  
d y eos cp 

(̂ 2 ')^ ^2 (¡í ^2 6 a^c). 
-r—r- =z= ——r- r^ scn^ cp — 2 "T—T— r^ eos CO sen cp + -^^^^ /-2 ^os cp 

[21 

obteniendo 

â c 

d^ 
a X 

a^c^ 

a V 

d^ 
a ^2 "̂  ajy- r a r 

Por lo que V^ ^ = ^' admite la expresión 

1 a ĉi» ^ a ^ ^ 

(2-4) 
a n 
a ^2 

j _ aj; \^ a"è 
r a r + r2 a<&* 

acp2 

a^í =-0 
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•ecuación que expresamos 

d (5* 0 1 â î  \ 1 d I d^ \ 
= 0; d z ¿z 

lo que nos permite conocer las funciones 

A W = ' - . A =- (?) = I . / 3 W = 1; F. (<P, z) = 1, F , (r, a) = — , F , (r, (p) ^ r. 

Al considerar las soluciones de la forma 

- ĉ  = K( r ) . O(cp). Z(^) 

anétodo de separación de variables, la ecuación (2-4) se expresa 

d^H 1 dR 1 ¿/2<^ 

¿/2 Z 

1 I ¿/2R 1 ¿/R \ _ ^ _ ^ ^ ^ ^ 1 ¿/2Z 

(2-6) - ^ ^-^^ 4. — -^^1 + ~:j- - ^ - ^ + -y- ~j-f = O 

La obtención de funciones g^ (r), g^ (9)> ^3 (̂ )> ^1^^ hacen 

Fi (?, 2) 5-1 (^) -t ^2 {^> ^) • ^2 (?) + Ps (̂ > ?) ^3 W = O 

•esto es que verifican 
1 

1 ^1 W + — ^ 2 (<P) + ^3^8 W = 0; 

lo que implica que g (9) y g {z) son constantes, y para la elección 

^2 (cp) = — «2^ ^3 {z) = w2, 

tenemos 

«2 
gj (r) = ~ ;»2 ^ + — 
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y por tanto la resolución de (2-6) es equivalente a la resolución de las t res 
ecuaciones diferenciales ordinarias 

(2-7a) -j;r\r-J^\-(»Vr-m^r)R = 0 

(2-70 -77-; -7^1--'z = o 

La ecuación (2-7a), que se puede expresar 

(2-8a) • ^ 7 F + — ̂ 7 - + r " 7 ^ ) ^ = 0 

coincide con la ecuación de Bessel de orden n, (1-1), y sus soluciones son las 
funciones de Bessel. 

Tanto la (2-7b) como la (2-7c) generan otras funciones especiales, al ser 
sus soluciones respectivas las funciones circulares y la función exponencial. 

3. LAS FUNCIONES DE BESSEL Y LA TEORÍA DE REPRESENTACIÓN DE GRUPOS 

El tercer camino aprovecha la propiedad de que todo operador diferencial 
está caracterizado por una propiedad de invariancia, así el laplaciano es inva­
riante frente a los desplazamientos del plano euclídeo, por lo que éstos carac­
terizan las funciones de Bessel ; esta propiedad de invariancia nos va a permi­
tir determinar las funciones propias de los operadores diferenciales, en térmi­
nos de la teoría de la representación de grupos. 

Si consideramos el plano afín euclídeo, con una referencia cartesiana rectan­
gular, el grupo M es el grupo de las transformaciones de dicho espacio, y 
está constituido por las traslaciones y rotaciones alrededor de un punto cual­
quiera, movimientos que dejan las distancias invariantes y no cambian la orien­
tación de todo el plano a la vez. Tanto el giro como la traslación se puedei 
expresar por nledio de matrices, que determinan las coordenadas transforma­
das en función de las originales ; 

IxA ^¡cosQ —send\ IxA ¡xA / eos 2 O s e n 2 ^ \ / A r i \ 
\ ^ j / " ~ \ s e n 6 c o s 6 / \ j y i / ' \ ^ 2 / ' ^ V s e n 2 0 —cos2(^l\yJ 

que se pueden expresar en forma conjunta 

(^ i \ l^\ /eos 0 — s e n 0 \ / A r , \ 
^ ; ) = = ( ¿ ) + (sen9 c o s f l i U ) - - « ' « ' . ¿ < o o ; O < 6 < 2x . 

donde 6 —ángulo de rotación— es un parámetro continuo, que determina el 
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subgrupo de las rotaciones de M ( S O J , que es un grupo de Lie compacto 
y conexo ; mientras $ —ángulo de la recta de reflexión con el eje OX— es 
un parámetro discreto, con valores + 1. 

Nosotros emplearemos para g {a, b ; 6), la expresión 

(3-2) 

de una transformación afin ; y como cada desplazamiento g determina una sola 
matriz del tipo (3-2), este conjunto de matrices : M^, es una realización de M^ 
(existe una aplicación D de M en M^) ; y dado que el producto de desplaza­
mientos (composición de aplicaciones) es otro desplazamiento que verifica 

y que además D es inyectiva, nos asegura que D es una representación exac­
ta de M^. 

Dado que 

g {a, b\ 6) = iTi (¿̂ 1, b{, Oi) • ^2 (̂ 21 h'^ Ô2), 

podemos expresar los parámetros de g, en función de los de g y g^, pues 

D (^) =» D (gi) • D (^2) ( • proíiucto de matrices). 

(3-3) 

( 1 O O 

a^ 4 . tfj eos 6i - î j sen 6̂  eos (Oj + 63) — sen (Oj + 6,) 

^1 -f at sen Q^ -f ^j eos Oj sen (6, + ^2) eos (Oj - f ^s) I 
por tanto 

a = ai-{- a¡: eos 6̂  — ^j sen 6j ! 
(3-4) â =z 3i-\- at sen Oj + à^ cos 6, 

O = 61 + 62 
que justifican de nuevo la unicidad de g^ • g^, y que podemos expresar de la 
forma 

^1 (^1. î> Oi) . g, (% ^ts Bt) = g l(a,^ b,) 4- Re, {a^, b^\ ñ, + Ô j 

donde RQ (a,,, b,^) es la rotación de ángulo 6^, actuando sobre (a^, b,^) consi­
derado como vector. 

El que todo desplazamiento g {a, b ; 6) se pueda obtener como «producto» 
de tres desplazamientos particulares 

g (a, bj)==rg (O, O, (f) g in 0.0) g (O, O, 0 cp) 
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£ (O, O ; ^ — 9) es una rotación alrededor del origen de amplitud Ô — 9, 
g(r,0;0) una traslación a lo largo del eje OX, de amplitud r, y g{0,0;q>) 
una rotación alrededor del origen de ángxilo 9 ; con 

â 
r 5=| /a* -|- ^̂ > f = ^^^ *®S 

esto es, el desplazamiento ^ (o, ^ ; ^) se expresa como 

¿ (r, (p, 8) O < r < 00 ; O < <p, 9 < 2 te 

con la única consideración de emplear coordenadas polares, para el punto 

(a, ^) [a = r eos tp, ¿ = r sen <p], 

que presenta la ventaja de que todo elemento de M se obtiene como product! 
de tres elementos pertenecientes a subgrupos uniparamétrieos. 

Dado que estamos interesados en las representaciones de M^, y que éstas 
las obtendremos a través de las de su álgebra de Lie L(M^) , por medio de la 
aplicacióti exponencial, necesitamos hacer las siguientes consideraciones : 

Definición SJ; Müler^, operador ínfimtesknaL—^Sea g{i) un subgrupo uni 
paramétrico del g^rupo de Lie G, y T {g) mía representación, sobre un espacio 
H de Hubert, si existe el límite en el sentido de la norma de H , 

(3-5) A =^ lim T = hm ~ = -r: 

entonces se dice que A es el operador infinitesimal de la representación T {g), 
asociado al subgrupo uniparamétrico g {i). 

Propiedad 3.1,—Al considerar 

ft AS /« A« 

que al comparar con (3-5), por Ía unicidad de solución, nos asegura que 
T (g) coincide con Í?*^, siendo A el operador infinitesimal ; observamos por 
tanto que con A y la función exponencial obtenemos elementos de la represen-
tación del grupo G. 

Si G no es compacto, el límite (S-5) puede no existir para todo vector 



- 84 — 

/ € H , y A no estar bien definido como un operador lineal sobre H ; sin em­
bargo, si existe un subespacio D de H, que verifique : 

Teorema 3.1; Miller^.—Sea D un subespacio denso de H, verificando: 

i) DiÇ I>û, Ví^'C L (G), siendo D^ = { / Ç H para los que existe el limi­
te (3-5)}. 

ii) D es invariante bajo todos los operadores T (g). 
iii) D es invariante bajo todos los operadores A. 
iv) Para cada / £ D, el vector T (g) f es una función analítica sobre G. 

Entonces el operador infinitesimal A determina una representación del álgebra» 
de Lie L (G), en términos de operadores infinitesimales sobre H. 

Propiedad 3.2; Hegalson 2.—Para cada representación unitaria de un grupo-
de Lie G, existe un subespacio D, que verifica el teorema 3.1. 

El grupo M es un grupo matricial de Lie y compacjfco, para el que toda 

representación reducible es completamente reducible, y toda representación irre­

ducible es equivalente a una representación unitaria (Boya-Pedraza 3), siendo-
ademas grupo lineal de Lie. 

Definición 3.2.—Se dice que un grupo matricial es un grupo lineal de Lie, 
si existe un entorno de la matriz unidad en este grupo, homeomorfo con la-
bola unidad. 

Definición 3.3.—Matriz infinitesimal o matriz tangente, correspondiente a 
un subgrupo uniparamétrico g (t), de un grupo matricial de Lie, es la matriz 

d^(ñ I 
dt U=o 

Propiedad 3.3; Vilenkin ^.—En los grupos lineales de Lie, la familia de las. 
matrices tangentes sobre los subgrupos uniparamétricos forman un espacio 
vectorial, en el que si dos matrices a, b cualesquiera pertenecen a él también 
pertenece su conmutador ab — b a = [a, b'\, determinando el álgebra matri­
cial de Lie correspondiente al grupo lineal de Lie. 

Propiedad 3.4; Vilenkin.—Dada la representación T {g) del grupo G, esta 
representación define la representación infinitesimal a —> A del álgebra de Lie 
asociada L (G). 

Pasando a nuestro grupo M , vamos a calcular los operadores infinitesimales-
a través de las matrices infinitesimales ; el conocimiento de los tres subgrupos 
uniparamétricos de M , caracterizados por matrices de la forma 

w^ it) '. 

'1 

0 

.0 

0 

COS / 

sen t 

0 ' 

— sen t 

cos ti 
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nos permiten obtener las matrices tangentes a., i = 1, 2, 3. 

(O O 0\ /o o 0\ /o o 0\ 

1 o o j a, = 1 0 o 01 ^, = J 0 o — i j 

0 0 0/ \ l o 0/ \0 1 0/ 
que verifican las relaciones de conmutación 

[<2j, a^] = O, [¿Ï2, a,] = ^1 , [ag, izj = a^ 

Necesitamos ahora definir representaciones de M^, y de éstas las represen­
taciones irreducible-s ,{r, i.), para lo que necesitamos conocer el espacio de la 
representación ; al ser M el grupo de las transformaciones del plano eucli-
deo TT, y SO el subgrupo continuo de las rotaciones, que al no actuar transi­
tivamente sobre TT, nos lleva a pensar en un espacio de funciones definido sobre 
un espacio homogéneo para el grupo de los despíazamientos M,̂  ; siendo cf 
más sencillo la esfera Ŝ ,̂ definimos el espacio de funciones sobre ella 

(3-6) D = ]/{x) que son infinitamente diferenciables para V *̂  € Sjl 

El espacio D verifica las condiciones del teorema 3.1, siendo H el espacie? 
de Hilbert complejo constituido por todas las funciones 

/(cz), 0 < a < 2 7 t : , mod 2 ir, 

tal que 

l < 00 

con el producto ©scalar 

2A: 

(3-7) {^à):=~ J f{a)/7{^)da:/, à ^ H. 
o 

Espacio de Hilbert conocido, y para el que las funciones 

gifj^a; w = o, zfc l , db 2 i t . . . 

forman una base ortogonal. 

El que D verifique las condiciones del teorema 3.1, por la propiedad 3.2> 
sabemos que existe al menos una representación unitaria, que admite a D poF 
subespacio de H , y en la que los operadores infinitesimales determinan los 
T (g) «obre H para todo g £ G, por ser G un grupo matricial. 
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Definición SJf.—Sea el subespacio D (3-6), para R 7¿ O, R ' ^ C , defini­
mos para 

la aplicación Tj^ 

t^{g)f{x) «= e» («1 xt 4- h xt)fx-%^~ e^r eos {^ - cp) jy^ — Q)̂  

jc = r eos 9, y == r sen ÍP. 

donde ^^ es 'el transformado de {x^,x^ por la rotación —6^. 

Propiedad 3.5.—El operador Tj^ es una representación de M^. 

[T» (^i) . TR ig^)] fix) = Tu ig^) [e^ (-1 *i + ^. -i)/Cx-- o,) = 
gU (ai X, 4- él Xi) T R <^SI) / ' ( Í^ I e o s (-~6i) — A'g SCïl (— 6j), ¿Tj Seîî (— 6j) - j - ^2 COS (— i j ) = 

sss «»(«! *i + ¿1 «i) ¿R («t (jTi eos Oi + «8 sen fií) + h K^s eos Oi — xi sen 9t)j • /{x— (Qj -}- ê ) =*= 

= tf» («Î + «^ eos 6í — ¿8 sen 8i) xt -j-ih-hot sen 6i -f- ¿a eos 8i) J^ • 

• / Í X _ ( 8 , 4- 8.)) = T R (^, . gz) • / ( Í T ) 

Propiedad S.6.—La representación Tj^, relativa al producto escalar de H , es 

unitaria cuando R es imaginario puro. 

<T» {g)f, T R {g k} =5» - g — / «R (̂ 1 ^1 + ¿1 *2) / { A : - e ) «R Ĉ i *i + ^i ^ ) ^ (x-.n) d © 

© 

que sólo si 

R = : p í = - 2 ^ J / ( x - 8 ) Á ( 3 c _ » ) y 6 = <nÂ> 

Teorema 3.2; VUenkín*.—Sea ^ T̂^̂  (^) ; a Ç A } un sistema completo de 
r, i. unitarias, no equivalentes dos a dos, de un grupo compacto G, entonces 
el conjunto de funciones 

{d^ dimensión de la. representación T^) forman un sistema ortogonal completo 
sobre el grupo G, relativo a la medida invariante normada de G. 

Este teorema justifica la necesidad de un sistema completo de r. i. de M^, 
que al ser compacto (toda representación reducible es completamente reduci­
ble ; y toda r. i. es equivalente a una representación unitaria), se obtiene con 
las r. i. unitarias. 

Propiedad 3.7.—-La representación T̂ ^ es irreducible. Buscaremos el sub-
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espacio maximal L de H que sea invariante para todo Tj^ {g) ; observo en 
primer lugar que si L es invariante para todo Tj^ (g), lo es para los elemen­
tos del subgrupo uniparamétrico SO^, para el que conocemos que las ^̂ ^ * 
para cada n son subespacios de dimensión 1 invariantes, lo que se comprueba 
en nuestro caso por 

(3-8) TR {W^ 6) an ei^^ = a„ c*«(4» - O) = - ~ e^n tf»; 

pero el L maximal debe verificar el ser invariante para todo Tj^ (^), lo que 
se verifica cuando L es invariante para los operadores infinitesimales, que 
calculamos a continuación. 

Los operadores infinitesimales correspondientes a la representación Tj^ (^), 
asociados a los subgrupos uniparamétricos, se determinan en correspondencia 
con las matrices infinitesimales 

d 
<^i ^A,- =-^Tulwi{t)]f(x)\,=.o 

por tanto A 

d 
A^ f{x) =: -jj-e^itxt-\-Qx2)/{x-o)\t^o ^ ^x^ e^ixif {x)\f.>o = 

= li x^/{x)^ luego Ai = R x i 

haciendo x^ ~ eos <p en la 2.^ parametrización A = R eos 9. 

El cálculo de A„ 

d 
A 2 / {x) = -jj- ^^ (° xi + iXi)/(x—o) |¿=o = R x^f{x) luego Ag « R AT̂  

en la 2.^ parametrización A^ = R sen 9. 

Cálculo de A^ 

A,/{x) = -jj- Tu K ( 0 ) / (^^^) N=o = -jf e^ (O '1 + o «̂) ^ ( ^ - /) 1 -̂0 = 

d d 
•̂  = — -JJ~f {oc) luego A g = — --JJ-

d 
en 2.^ parametrización A = — —;— . 

Al observar la actuación de A sobre las funciones e^'^ ^ 

Áj ¿/«^ = R eos cp e***f, (¿'^ = eos n: -f-1 sftn ir) 
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con 9 = îT vemos que el subespacio generado por e^^ ^ no es invariante aun­
que es otro elemento de 

H(H = © H ^ ) con H*=:¡^'>^a¡). 

No obstante mediante la aplicación repetida de las combinaciones 

(Aj + iAj) y, ( A j - í A g ) 

a las funciones î» <̂  vemos que si L contiene una función e^^ ^, L las con^ 
tiene a todas (— CXD < fe < oo). 

En efecto 

(Aj.-l- / Aj) e^'"*^ = R ¿'«<í'[cos t H - / sen c];] = ei(n+i)<^. 

y al menos contiene una e*̂  ^ por ser las e^ 4* todas las r. i. de SO . 
Por lo tanto para R complejo R 7^ O, el subespacio maximal, que puede 

ser el generado por todas las funciones e^^ ^, que coincide con nuestro H de­
partida, por lo que Tj^ (g), no admite ningún subespacio de H invariante,^ 
luego es irreducible. 

Cuando R = O 

To (g)/ (X) = eO (a, xt + ¿1 X2)/{X-a) = = / (íf — a) 

que es precisamente la representación regular de SO , que es totalmente re­
ducible, como dijimos antes, y al ser los subespacios invariantes cada espacio-
de funciones generado por { e^^ °^} 

To (5) = e To« (g). con To« (g) = ^'«« 

Se prueba Vilenkin, Thoma ^, que así tenemos todas las representaciones -
irreducibles de M , y nos encontramos en situación de obtener los elementos 
matriciales de las representaciones, y más aún de obtener con éstos un siste­
ma ortonormal completo de funciones que me permite el estudio del desarrollo-
armónico de toda función definida sobre M ,̂. 

Conocido es, que dada una representación T (g), y cuando conozcamos una 
base ortonormal en el espacio de la representación, los elementos matriciales-
se obtienen por 

En nuestro caso para la representación Tj^ (g) 

2% 

9 

2-K J ^ '"2: 
o 
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(particularizando para r = O, ç = O ; es decir, cuando g es un giro de ángulo 
$ tenemos 

inQ r gtnQ r 

y por la ortogonalidad de 

luego a una rotación le corresponde Tj^ (^), que es una matriz diagonal de 
elementos e^^^ 6. 

Con un tratamiento idéntico, para 

0 = 0, r = 0, /^^ ^ (cp)-= Í-*•«? ^«. ^ 

y a Tj^ (9) le corresponden matrices diagonales de elementos e-^^ ^. 

Si ç = 6 = 0, cuando g es una traslación a lo largo del eje OX 

tl,^Jr)==-j:^ j erreos ^ei{n-m)d^ 
0 

7C 

que con el cambio 9 = - r - •—a, se expresa 

O 

2% 2TC 

in — tn p in — m í* 
__ — _ ^ I ^Rrsene ( j¿(n-m)6 í / 0 = — f ^RrsenO — Í ( « — m ) e ¿/Q 

2 7C J ¿TZ J 
O C 

y por (1-3) 

tenemos que 

que nos asegura la obtención de las funciones de Bessel, como elementos ma-

triciales de las r. i. de M„. 
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Conviene notar que cuando R es imaginario puro, K = p i, es cuando 
obtenemos las representaciones unitarias, y es en este caso 

¡f^ ^ (r) = í«-»« e- nn6~ {m ~ «)?] J«_.^ (p r) 

cuando los elementos matriciales se expresan en términos de funciones de 
Bessel de argumento real ; y más, estas funciones de Bessel de argumento 
real, son el sistema ortogonal completo que asegura el teorema 3.2, y que 
sirve para el estudio del desarrollo armónico de las funciones definidas so­
bre M . 
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