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CONCLUSION

Presentamos las funciones de Bessel, por tres métodos de generacién de
funciones ; llegando a obtener las funciones de Bessel como elementos matri-
. ciales de las representaciones irreducibles del grupo de las transformaciones
del plano euclideo M,; método generalizable —considerando otros grupos—
para obtener otras funciones especiales.

1. LAS FUNCIONES DE BESSEL Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

En un primer apartado, con un tratamiento que ‘encontramos en cualquier
tratado de ecuaciones diferenciales, sabemos que las funciones de Bessel se
obtienen en la resolucién de

1 o?
(1-1) Y+t [1—;]y =0

ecuacién diferencial de Bessel de orden «, que presenta una singularidad regu-
lar en # =0, por lo que su resolucién se obtiene ensayando soluciones de la
forma

y=xh Za/.xk, ay = 0;

A0

llegando a caracterizar las funciones de Bessel de primera especie J, (#), y
de segunda especie Y, (#);

X\

i T N

Ja(x)=(———) —_ = f eixsen b —iz0 4
2 Loty Dotatny 27 4

cos a g (x) — Ja (2) — J—a (%)

J—a (%) = (— 1) Ja (%) Ya (x) = senam
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gue determinan la solucién general de (I-1):

y=Cla(x)+CYa(x), si a=0,2€Z; e y=0C;Ja(x)4 Cyl—a(x)
si agZ.

2. LAS FUNCIONES DE BESSEL Y LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS
PARCIALES.

Mas general es el método que obtiene las funciones de Bessel, como fun-
ciones propias del operador diferencial Laplaciano.

En el estudio de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, por el
método de separacion de variables, la resolucién de éstas se reduce a la de
determinadas ecuaciones diferenciales ordinarias, donde aparece un parimetro
arbitrario A, cuyos posibles valores (autovalores) se determinan por las condi-
ciones de contorno; siendo las soluciones correspondientes a dichos autovalo-
res las funciones propias. )

Asi, si el operador diferencial es de la forma

o 1 d
(2-1) ZF,-(xl,xz,...,x,'...x,‘) Oren dm

aQ;
Ji(x;) da §=0

la solucién

Z= f[ Q: (;fi),

1=1
,
que se obtiene por el método de separacion de variables, se obtiene al resolves
las n ecuaciones diferenciales ordinarias autoadjuntas

a § d Qi (x;)
(2-2) i

— 50 () =0
dx,'\ dx, S £:Q; (x)

donde las g, son funciones que verifican

Z F"(xnn-,ﬂ;i...x,,)g,-_—_:()_

Nosotros aplicaremos este método al operador laplaciano en el espacio
euclideo
azq) azq, az 4,

3 =0
(2-8) ax'+c)y’+az2

Considerando coordenadas cilindricas

[x=1rcose, y=rseng, z=32]
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buscaremos en primer lugar la expresion V2 ¢ = 0, y lo resolveremos por el

método de variables separadas; al realizar el cambio de variables observamos

que ¢ € C1, lo que nos asegura la igualdad de las derivadas cruzadas.
Llegamos a determinar

d'k[) C)“t{) ()24!
Dt av’- Y]

mediante los sistemas [1] y [2].

2¢ 0¢ o= ob 0y a¢ oz
or = d«x ar+dy or + “or
0d 0 Jx odb dy a¢ dz
dp 0w d¢ T dy de T o9
ob  0d dx b 9y b Oz
dz — Ox dz+dy az+c)z o8 |

=

04 0 ¥
or — ox %70y Feene
T) o0 99

W:—_a—x' —rsenw+ c)qJ cOScpf

que nos permiten conocer

despejando en [1]; y

o2 o2 0%
a—;gm axq: cos? 0 4 2 — dydx sen 0 cos - 3y j)sengﬁ
o? otd C 0%
ac\o;r == 2)COS(pSeﬂ(D—{—_é‘v—aJ_(fCOSgtp—l‘Seng(p)—*—-
0? od b
+ oy (i) reosgseny — -~y - seny | g* cos @ [2];
2 | o? L) 2
~g-:? = a—xq;‘ r2sen?q@ — 2 ?;a-aix— 72 cos o sen ¢ - _g;‘ii 3 cos @ —
4
-3 rcosqz—-j%%ng !
obteniendo
ote 02¢ 1 29 1 0%¢ 0% d
0 x? + o y* =7 or + r? 0t + ort

Por lo que J2¢ = 0, admite la expresion

o 1 a¢ 1 9%4d ot
+ 5 pz2 aw’+ 0 z? =0

(2-4)
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ecuaciéon que expresamos

0 oy 1 0 [0d o 9y
(2-9) o7 (’ c)r)+’7 P (dcp)+r 5: 9z =0

lo que nos permite conocer las funciones

1
fl(")=r7f2='(‘9)=1'f3(z)=1; Fl(‘Paz)'—_lsz(r!z):T s Fs("a(P):r'

Al considerar las soluciones de la forma
~ $=R(). D(g). Z(9)

método de separacién de variables, la ecuacién (2-4) se expresa

dzR 1 dR 1 a: o
QW2 g7+ P@ZE) g + T ROZE o7 +

arz
R(HO () g =0 -

1 j4d*R 1 4R 1 1 420 1 a2
PR St el

® o de Tz e =0

La obtencion de funciones g, (r), g, (¢), &, (2), que hacen

Fi(p2)g (") +Fa(r2) « £2(9) + Fs(r,0)g3(2) =0

esto es que verifican

1
1g1(r)+ & & (o) + 7385 (2) = 0;

lo que implica que g, (¢) y g, (2) son constantes, y para la eleccién
ga () = — n?%, g3 (2) = m?,
tenemos

nt
81(")="”""+T
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y por tanto la resolucion de (2-6) es equivalente a la resolucién de las tres
ecuaciones diferenciales ordinarias

d dR

(2-7 a) PR T —(n¥r —mir)R=0
d a0

2-71) T«,% e e=0
d a7

@-7¢) e % — %—m’Z=O

La ecuacién (2-7a), que se puede expresar

#R 1 4R nt
(2-82) it a4 —I—(m’—-7,—)R=o

coincide con la ecuacién de Bessel de orden #, (1-1), y sus soluciones son las
funciones de Bessel.
Tanto la (2-Tb) como la (2-7c) generan otras funciones especiales, al ser
sus soluciones respectivas las funciones circulares y la funcién exponencial.
.

3. LAS FUNCIONES DE BESSEL Y LA TEORfA DE REPRESENTACION DE GRUPOS

El tercer camino aprovecha la propiedad de que todo operador diferencial
estd caracterizado por una propiedad de invariancia, asi el laplaciano es inva-
riante frente a los desplazamientos del plano euclideo, por lo que éstos carac-
terizan las funciones de Bessel; esta propiedad de invariancia nos va a permi-
tir determinar las funciones propias de los operadores diferenciales, en térmi-
ro< de la teoria de la representacién de grupos.

Si consideramos el plano afin euclideo, con una referencia cartesiana rectan-
gular, el grupo M, es el grupo de las transformaciones de dicho espacio, y
esta constituido por las traslaciones y rotaciones alrededor de un punto cual-
quiera, movimientos que dejan las distancias invariantes y no cambian la orien-
taciéon de todo el plano a la vez. Tanto el giro como la traslacién se pueder
expresar por medio de matrices, que determinan las coordenadas transforma-
das en funcién de las originales;

(x,) i (cos 6 — sen 0) (xl) ) (x,) ( cos2® sen 2O xt)
ys] — \sen® cos O \y, /"’ ¥l = \sen 20 -—cos?,(D)(y,
que se pueden expresar en forma conjunta

(x,) (a) (cosﬂ — sen § (x1) _
(3-1) 9 = b +fsen0 cos § 7 ) —w<ab<ow 0502,

donde 6 —angulo de rotacién— es un pardmetro continuo, que determina el
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subgrupo de las rotaciones de M, (SO,), que es un grupo de Lie compacto
y conexo; mientras @ —angulo de la recta de reflexién con el eje OX— es
un parametro discreto, con valores + 1.

Nosotros emplearemos para g (a, b; ), la expresion

1 0 0
(3-2) a cosb —senb
5 senf cos

de una transforgacién afin; y como cada desplazamiento g determina una sola
matriz del tipo (3-2), este conjunto de matrices: M,, es una realizacion de M,
(existe una aplicacion D de M, en M,); y dado que el producto de desplaza-
mientos (composiciéon de aplicaciones) es otro desplazamiento que verifica

D(gy - 8)=D(gy) - Digy),

v que ademas D es inyectiva, nos asegura que D es una representacion exac-
ta de M,. :
Dado que

&(@,5;8) = gy (a5, 513 91) + 85 (as, b4; 65),
podemos expresar los pardmetros de g, en funcién de los de g, y g,, pues
D(g)=D(gy) - D(gy) (- producto de matrices).
(3-3)
1 0 0
D(gy) - (D(gs) = | @y +aycos0; —bysenf;  cos(0;+6;) — sen(;+ 0y
b, + agsen 0, + bycos;  sen (6; 4 0,) cos (6, + 05)

por tanto

a=a, 4 a,cos 6, — by sen b,
(3-4) b= b, 4 aysen B, 4 b, cos b
0=61+62

que justifican de nuevo la unicidad de g * g, v que podemos expresar de la
forma

£1(a1, 8, 0)) - galay by, 8,) = g [(@y, &) + Ro, (@, 8y); 6; - 0]

donde Ry (a,.b,) es la rotacion de angulo 6
derado como vector.

,» actuando sobre (a,, b,) consi-

El que todo desplazamiento g (a, b; 6) se pueda obtener como «producto»
de tres desplazamientos particulares

£(a,5,0)=¢(0,0,9)£(0,0)£(0,0,0 ¢
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£1(0,0; 6— ¢) es una rotaciéon alrededor del origen de amplitud §— o,
£ (7,0;0) una traslacion a lo largo del eje OX, de amplitud 7, y g(0,0; ¢)
una rotacién alrededor del origen de angulo ¢; con

— &
r=Va*J 2, ¢=arctag e

esto es, el desplazamiento g (g, b; §) se expresa como
gred) 0<r<w; 0<q0<2x
-con la dnica consideraciéon de emplear coordenadas polares, para el punto
(8,0)[@ = rcosp, &=1rseng)

que presenta la ventaja de que todo elemento de M, se obtiene como product?
de tres elementos pertenecientes a subgrupos uniparamétricos.

Dado que estamos interesados en las representaciones de M,, y que éstas
las obtendremos a través de las de su algebra de Lie L (M,), por medio de Ia
aplicacion exponencial, necesitamos hacer las siguientes consideraciones:

Definicion 3.1; Miller 1, operador infinitesimal.—Sea g (#) un subgrupo uni-
paramétrico del grupo de Lie G, y T (g) una representacion, sobre un espacio
H de Hilbert, si existe el limite en el sentido de la norma de H,

. T(e=—=1) . Tle@)—1 dTg(®
3-6) A= lim =1
&) o 7 o 7 az

I

=0

-entonces se dice que A es el operador infinitesimal de la representacion T (g),
asociado ai subgrupo uniparamétrico g (1).
Propiedad 3.1.—Al considerar

1 A2 = A
eM=1—-’)—£A—~}———2!—~+.,.-}- P R

VEmos

dear |

que al comparar con (3-5), por la unicidad de solucién, nos asegura que
T (g) coincide con ¢4, siendo A el operador infinitesimal; observamos por
tanto que con A y la funcion exponencial obtenemos elementos de la represen-
tacion del grupo G.

Si G no es compacto, el limite (3-5) puede no existir para todo vector
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f€ H, y A no estar bien definido como un operador lineal sobre H; sin em-
bargo, si existe un subespacio D de H, que verifique:

Teorema 3.1; Miller 1.—Sea D un subespacio denso de H, verificando:

i) D€ D,, Va€L(G), siendo D, ={f € H para los que existe el limt
te (3-5) }.

ii) D es invariante bajo todos los operadores T (g).

iii) D es invariante bajo todos los operadores A.

iv) Para cada f€ D, el vector T (g)f es una funcién analitica sobre G.

Entonces el operador infinitesimal A determina una representacién del algebra
de Lie L (G), en términos de operadores infinitesimales sobre H.

Propiedad 3.2; Hegalson 2.—Para cada representacién unitaria de un grupo
de Lie G, existe un subespacio D, que verifica el teorema 3.1.

El grupo M, es un grupo matricial de Lie y compacto, para el que toda
representacion reducible es completamente reducible, y toda representacién irre-
ducible es equivalente a una representacién unitaria (Boya-Pedraza 3), siendo
ademas grupo lineal de Lie.

Definicion 3.2.—Se dice que un grupo matricial es un grupo lineal de Lie,
si existe un entorno de la matriz unidad en este grupo, homeomorfo con la
bola unidad.

Definicion 3.3.—Matriz infinitesimal o matriz tangente, correspondiente a
un subgrupo uniparamétrico g (), de un grupo matricial de Lie, es la matriz

dg(?
dt =0

a=

Propiedad 3.3; Vilenkin 4.—En los grupos lineales de Lie, la familia de las
matrices tangentes sobre los subgrupos uniparamétricos forman un espacio
vectorial, en el que si dos matrices @, b cualesquiera pertenecen a él también
pertenece su conmutador a b—ba = [a, b], determinando el Aalgebra matri-
cial de Lie correspondiente al grupo lineal de Lie.

Propiedad 3.4; Vilenkin.—Dada la representaciéon T (g) del grupo G, esta
representacién define la representacidn infinitesimal @ —> A del algebra de Lie
asociada L (G).

Pasando a nuestro grupo M,, vamos a calcular los operadores infinitesimales
a través de las matrices infinitesimales; el conocimiento de los tres subgrupos
uniparamétricos de M,, caracterizados por matrices de la forma

L 00 1 00 1 0 0
w ()=t 1 0 wg($)=]0 1 O wy(f) =10 cos?z —sent}
0 0 1 t 01

0 sent cos ¢
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nos permiten obtener las matrices tangentes a,, i =1,2,3.

0 0 0 0 0 0 0 0 o
a=1 0 o] a=f0o 0 o} a=[0 0o -—1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

que verifican las relaciones de conmutacién

(210l =0, [as,as]=02, [250)]=a,

Necesitamos ahora definir representaciones de M,, y de éstas las represen-
taciones irreducibles (r. i.), para lo que necesitamos conocer el espacio de la
representacién; al ser M, el grupo de las transformaciones del plano eucli-
deo =, y SO, el subgrupo continuo de las rotaciones, que al no actuar transi-
tivamente sobre w, nos lleva a pensar en un espacio de funciones definido sobre:

un espacio homogéneo para el grupo de los desplazamientos M, ; siendo el
mas sencillo la esfera S, definimos el espacio de funciones sobre ella

(3-6) D =/ (x) que son infinitamente diferenciables para y x € S;{

El espacio D verifica las condiciones del teorema 3.1, siendo H el espacic
de Hilbert complejo constituido por todas las funciones

fla), 0<a<<2m mod2m,

tal que

2r
[1r@rde<as
0

con el producto escalar

1 2 o
(3-7) (ﬁh):—zn—ff(a)/z(awa:f,/z:eﬂ.
0

Espacio de Hilbert conocido, y para el que las funciones
eima, m=0 41,24 ...

forman una base ortogonal.

El que D verifique las condiciones del teorema 8.1, por la propiedad 8.2;
sabemos que existe al menos una representaciéon unitaria, que admite a D por
subespacio de H, y en la que los operadores infinitesimales determinan los
T (g) sobre H para todo g € G, por ser G un grupo matricial.
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Definicion 3.j.—Sea el subespacio D (3-8), para R#0, R€ C, defini-
mos para '

g(al! bl; 61)1 y X = (xlw xg),

la aplicacién Ty

"Tae) f(¥) = erR(@ainn+bim) fx_ g = eRvcos($—9) f$—0),

x =17rc0Sg, y=7rseno,

-donde vy es ‘el transformado de (x,#,) por la rotacién — 4 .
1

Propiedad 3.5.—El operador Ty es una representacion de M,.

[Te(gy) » Tr(gy)] f(@)="Tr (g [R@rn1+ o) flx—p)=
£R (a1 %+ 6, 7) Ty (gy) f (¥, cos (—8,;) — a; sen (—0,), ¥, sen {— ;) } x, cos (—6,) =
= eR(a; %; + &, x3) ¢R (a3 (x; cos Oy -} x38en 0;) -+ & (%3 cos 6 — x; sen 01)] . f(x_ 0, + 92) =
— ¢R (a1 + as cos 0y — B3 sen ;) x; 1 (82 + a3 sen 8; - 8y cos §y) =3

o flx_g,+0))=Tr (g + &) - F )

Propiedad 3.6.—La representacién Ty, relativa al producto escalar de H, es
unitaria cuando R es imaginario puro.

k £

T (@) fiTelg &)= -—21—1:- fel!(axzx-}-l’u %2) flx—g) eR{axn +bz) b (x—0)d b
0

que solo si

k 2
1 —
R::pi:—_ 21‘ ff(x——ﬂ)/‘(x—ﬂ).dﬂ: <R
0

Teorema 3.2; Vilenkin . —Sea { T, (g); «€ A} un sistema completo de
r. 1. unitarias, no equivalentes dos a dos, de un grupo compacto G, entonces
el conjunto de funciones

Vda 3,(3), 1<37<du,a€A

{d, dimensién de la representacion T_) forman un sistema ortogonal completo
sobre el grupoe G, relativo a la medida invariante normada de G.

Este teorema justifica la necesidad de un sistema completo de r. i. de M,
que al ser compacto (toda representacion reducible es completamente reduc‘i‘—
ble; y toda r. i. es equivalente a una representacion unitaria), se obtiene con
las r. i. unitarias.

Propiedad 3.7.—La representacion T, es irreducible. Buscaremos el sub-
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espacio maximal L de H que sea invariante para todo Ty (g); observo en
primer lugar que si L es invariante para todo Ty (g), lo es para los elemen-
tos del subgrupo uniparamétrico SO,, para el que conocemos que las ein®
para cada n son subespacios de dimensién 1 invariantes, lo que se comprueba
en nuestro caso por

(3-8) Tr (3 8) a,, 679 = a, e#(9—0) = % eind;

pero el I. maximal debe verificar el ser invariante para todo T (g), lo que
se verifica cuando L es invariante para los operadores infinitesimales, que
calculamos a continuacién.

Los operadores infinitesimales correspondientes a la representacion Ty (g),
asociados a los subgrupos uniparamétricos, se determinan en correspondencia
con las matrices infinitesimales

a
2;—> A = —— Te {wi ()] f(#) |r=o0

por tanto A

i d -
A fx)=""77 eR (tx+022) (2 0) =0 = R x, eR?%1 f (%) |sem0 =
=Rux f(x), luego A, =Rux,

haciendo # = cos¢ en la 22 parametrizacion A = R cos ¢.
El calculo de A,

d
Ay f(x) = 77 eR(0z+2:) fle_o) ;=0 =Ruay f(x) luego A, =Rux,

en la 2.2 parametrizacion- A, = R sen ¢.
Célculo de A,

d d
Ay f ()= 7 Ta[ws (O] f () lr=0 = 7~ ROn+0x0) £ (x— ) [r=0 =
d a
= Wf(x) luego A, = —’*;T

4_
71'@‘

Al observar la actuaciéon de A1 sobre las funciones ein ®

en 22 parametrizacion A, = —

A eind=Rcospeind; (eT=cosn 4 isenm)



con ¢ =7 vemos que el subespacio generado por ei® % no es invariante aun-
que es otro elemento de

HH=@H,) con Hz=)ei%a}),
No obstante mediante la aplicacién repetida de las combinaciones

(A 474y y, (Ay — 1Ay

a las funciones eln® vemos que si L contiene una funcién ei* *, I las con-
tiene a todas (— oo < k << 00).
En efecto

(At iAy)eind = Reindcos ¢ - i sen ] = eiln+1)9.

y al menos contiene una e¥' ¢ por ser las e ¢ todas las r. i. de SO,.

Por lo tanto para R complejo R5%0, el subespacio maximal, que puede
ser el generado por todas las funciones ei¥ *, que coincide con nuestro H de-
partida, por lo que Ty (g), no admite ningtn subespacio de H invariante,.
luego es irreducible.

Cuando R =0

To(g) [ (x) = eV (amz1+ b1 2) f(x—0) = [ (x — )

que es precisamente la representacién regular de SO,, que es totalmente re-
ducible, como dijimos antes, y al ser los subespacios invariantes cada espacio-
de funciones generado por {ein®}

TO (g) = @ Ton (g). con TO” (g) = eina

Se prueba Vilenkin, Thoma 8, que asi tenemos todas las representaciones.
irreducibles de M,, y nos encontramos en situacion de obtener los elementos-
matriciales de las representaciones, y mas aun de-obtener con éstos un siste-
ma ortonormal completo de funciones que me permite el estudio del desarrollo-
arménico de toda funcién definida sobre M,.

Conocido es, que dada una representacién T (g), y cuando conozcamos una
base ortonormal en el espacio de la representacion, los elementos matriciales-
se obtienen por

tii(g)y=CT(g) e, ;)

En nuestro caso para la representacién Ty (g)

2
: 1 Py
1 @)= (T (g)eind eimd) = 5— f errcos(h—9) ein(y—0) eimbd =
]
2
e—inb
-2 f,..,co.w—w(n—mww

0



— 89 —
@articularizando para r =0, ¢ = 0; es decir, cuando g es un giro de angulo
6 tenemos

2" 2

e—inb eint .
ffn,n(o):‘-—2—r f e(n—mlod o= o f einde~imddo
0 0

1y por la ortogonalidad de
eingp, eimy; trnn(a)z e—inb 3"’ ”

luego a una rotacién le corresponde T, (6), que es una matriz diagonal de
elementos e—in 6.

Con un tratamiento idéntico, para
6=20,»=0, i:'m(q)) =T i"0 Yy

y a Ty () le corresponden matrices diagonales de elementos e-in ®.

Si ¢ =6 =0, cuando g es una traslacion a lo largo del eje OX

2n
R 1 ;
tm.”(r)z—ﬂ— gchosqae:(n——m)dq)
0
T
que con el cambio ¢ = 5~ —a, se expresa

2

2

1 T . kg
tl’!n'n(r)=__2_n_. f gR7cos (T —a) ekun—m) (T-a)da=
o .
2 27

in—m
D) [ ¢Rrsenl0—i(n—m)0 g
T,

0 ¢

in—m

=_ o fgnrsenﬂ ei(n—m)0 g =

y por (1-3)

m

1
[.’n(x)=—2ngixsen0—inﬁ,je]

0

tenemos que

B ()= T m (—iR7)

que nos asegura la obtencién de las funciones de Bessel, como ¢lementos ma-
triciales de las r. i. de M,.
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Conviene notar que cuando R es imaginario puro, R =pi, es cuando
obtenemos las representaciones unitarias, y es en este caso

tfn:' " (r)==in—m¢—ilnb— (m—ngl Jn—m(07)

cuando los elementos matriciales se expresan en términos de funciones de
Bessel de argumento real; y mds, estas funciones de Bessel de argumento
real, son el sistema ortogonal completo que asegura el teorema 3.2, y que
sirve para el estudio del desarrollo armonico de las funciones definidas so-
bre M,.
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