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ESTABILIDAD DE UNA BOTELLA

por

TomAs ORTEGA DEL RINCON y JEsUs Amabpo Mova

Catedrdticos de Matemdticas y Fisica y Quimica, respectivamente, del I. N. B..
«P. Moret» de Pamplona

Presentamos el presente trabajo como ejemplo de colaboracién a nivel in--
terdisciplinar. Aun cuando el problema aqui abordado tuvo su origen en una:
clase de Fisica, la resolucién del mismo tuvo que plantearse en términos mate-
méticos de nivel superior al que pueda poseer el alumno medio de nuestros.
Centros de Bachillerato. Tras la resolucién teérica del problema, se acudié de
nuevo al entorno de la Fisica para llevar a cabo la experimentacién y confir-
maci6én de resultados en el laboratorio. '

El problema aqui planteado surgié en una clase de Fisica-COU al preguntar-
un alumno en qué condiciones era maxima la estabilidad de una botella, si em
el momento en que estaba totalmente llena de liquido o cuando estaba com
liquido hasta la mitad de su contenido.

Una primera solucién del problema serfa calcular la altura /& de liquido que
se debe introducir en la botella para que el centro de gravedad (c. d. g.) G-
del conjunto (botella-liquido) se encuentre lo méis bajo posible.

Suponemos la botella de forma cilindrica y radio R, estando situado sw
centro de gravedad G, a na altura H; sea P el peso de la botella. Por otra
parte, suponemos que el liquido posee un peso especifico p, y si la altura del
mismo es &, su c. d. g. G, estard situado a la altura /2. Las figuras 1, 2 y 3
ejemplifican lo indicado.

La altura g5 del c. d. g. G del conjunto vendra dada por la ecuacién

P(H—ZG)=ﬂR’pﬁ(ZG—O,5 . ,l)

resultante de la igualacién de los momentos de las fuerzas peso de la botella:
y peso del liquido con respecto al c. d. g. total G. Resulta asi que

P-H405 - nRipA
PrrRiph

(1) 26 =

La altura & de liquido que debe contener la botella para que el valor de:
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z, sea minimo se calculard mediante la anulaciég de la primera derivada
dzg/dh =0, lo cual nos conduce a la solucion

(P24 2xR2p PH)/2—P
h =
T R2p

valor para el que sittia el c. d. g. G a la altura
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Esta solucién, en principio, no agota el problema, ya que el liquido no
constituye un sélido rigido y por tanto, a medida que se va inclinando la bo-
tella, el c. d. g. G del conjunto queda afectado como consecuencia de la nueva:
conformacién del volumen liquido, ya que éste mantendra constantemente hori-
zontal su superficie libre.

Vamos, asi pues, a recoger este comportamiento real del liquido tratando
de resolver ahora el problema de la estabilidad de la botella bajo este enunciado
concreto: Deducir la cantidad de liquido que debemos introducir en la botella:
de forma que podamos girarla el mayor angulo posible sin que ésta se vuel:
que. La posicién de equilibrio limite se conseguird cuando la vertical del c. d. g-
total G pase por el punto de apoyo de la base de la botella.

Refiriéndonos a partir de ahora a la figura 4, que recoge simultineamente-
la botella cilindrica en posiciones vertical-e inclinada, observamos que la ecua-
cién del cilindro girado referida al sistema de coordenadas

R B R

El plano que contiene al origen y es perpendicular al eje O Z’ es z = 0.
y el plano paralelo al plano O X Y que tiene por ecuacion

y.cosa—z-senat+2=0
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~coincide con la superficie superior del liquido cuando el cilindro ha girado un
-angulo a con eje de rotacion O X.

Graficamente se observa que ¢ = h.sena, y las anteriores ecuaciones en
- ~coordenadas cilindricas adquieren la forma:

Primer plano: z = 0.
Segundo plano: z = p.cosa.seny + t/sena.
Ecuacién del cilindro: p = R.

Procedamos a continuacién al cilculo del c. d. g. del liquido referido a
-{0, e’l. e’,z, e’y }. Si llamamos V al volumen de liquido, se verificarda que

.(p +cosa « sen Y+ #)/ sen a

! . 2r R
" cp . e dz
VY'L=de/dpf p-p-seny
0 0 0

~ecuacion cﬁya resolucién nos proporciona la coordenada Y’; del s. d. g. del
‘liquido, resultando ser:
) R% . cosa
Yo ="4T% sena

De forma analoga se verificard que

. 2% R (p - seny+ cosa-z)/sena
ez d
v-zx:defdpf e ?
0 0 0

~con lo cual se deduce que
, R? . costa 4
2y = gy Teenta T2
‘Naturalmente, la tercera coordenada es X’y = 0.
Hallemos a continuacién las coordenadas de este c. d. g. respecto del sis-
-tema de referencia {0, ¢, ¢, e } en funcion del angulo «. Tales coordenadas
~vendran dadas por las ecuaciones

Xy =X
Yo =Y. » sena+4 2’y - cosa
Zy = 7't - senag— YL - cosa

“Tras la resolucién de estas ecuaciones obtenemos que

XL =0.
RZ . cosa R2 . cosda k- cosa
Yo = 4 4 +—87z- sen? g + 2
k. sena R2 . costn

o= 2 T 8% . sena
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Si llamamos (X, Y, Z;) a las coordenadas del c. d. g. de la botella vacia,
Has coordenadas (Xg, Y, Zg) del c. d. g. total del conjunto botella + liquido
wendran dadas por las expresiones:

X =0
v _FRpA Y+ P Yy
= P+ rRip4
g _TRph T 4P -2
¢ = PIzkiph
Az
R

Fig. 4

«deducidas mediante anulacién del momento de las fuerzas-peso de la botella

w del liquido con respecto al c. d. g. total del conjunto.
Sustituyendo en las expresiones anteriores Y, y Z, por sus valores cono-
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cidos, y sablendo que Y, = H .cosa y que Z; = H.sena, deducimos final-
mente que:

2) Xe¢ =0
(mw4pcosa)/t + (x Répco-?q)/8senta 4 (m R2p 42 cos a)/2 4 P H cos a
- P} xRip4k
7 — (TR2p A% - sena)2 — (RR4p 4 - costa)/8/4 - cena+ PH . seng
¢ = P+rnRipk

Teniendo ahora presente que la posicién limite de equilibrio se localiza cuan--
do Y, = O A =R.sena, obtenemos finalmente la ecuacién:

21tR4pcosa+1rR‘p-cos3a 47R2pA? . cosa 8PHcosa
sena send ¢ - sena- sena

—8R(P+xRph) =0

expresiéon que utilizaremos posteriormente bajo el ntimero (3), o f(z, #) = 0.

Dado que el problema planteado consiste en averiguar qué cantidad de liqui-
do se debe introducir para que la botella se pueda inclinar el miximo posiblé,.
la solucién se lograri para el valor de & que haga minimo a « en la ecuacion
de equilibrio (8). Tal valor se halla resolviendo el sistema ’

f(ll,/l)=0; fh(a»/l)‘:o-.
Derivando la ecuacién (8) respecto de % obtenemos que
(4) k=R-.tga

Por otra parte, resulta que es ’

—27nPip 3TRip.ctgtal. 4mR:pA? 8PH .
senta sen?q ~ senta  senta (negativo).

Sala, ) =

En el caso en que
fla,/)=0;, T4(a,)=0
sera

- —fh’ (a, /)
- ffl (a',h)

R

N . .
cociente mayor que cero y que implica que el valor a; solucion del sistemar

fla,h)=0; fa(a,h)=0

es minimo.
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Sustituyendo, pues, en (3) la variable & por su equivalente R.tg a aquella
secuacion se transforma en la siguiente:

2rktpctglat+wRipctgta + 8PHr#g%a —8PRctga—4nRip=0

Si hacemos el cambio de variable ctga = s, podemos expresar la ecuacién
:anterior en la forma mas simple:

8PH) 8p

®) ”+(2+xn49 #— g =0

<0 su equivalente (sabiendo que s = R/k)

2P R2 2PH R4
o gt 2

p T _2—+1tR’p 0.

Llegados a este estadio, el problema planteado se reduce a calcular las
‘raices reales de la ecuacién (5) o de la (6), proporcionando: la primera el an-
.gulo limite a;, y la segunda la altura ; de liquido para obtener tal equilibrio
limite. ) .

" Aun cuando ya Ferrari (1522-1565) descubrié un método para resolver una
«ecuacién general de 4.° grado, resulta de mas comodidad y rapidez la. deduc-
ciéon de las raices mediante cilculos aproximados, utilizando por ejemplo el
‘método de Sturm. Tengamos en cuenta que solamente nos interesan aquellas

soluciones que sitflan el 4ngulo « en el primer cuadrante, dando una altura 4
«de liquido positiva.

De esta forma hemos calculado matemaiticamente las soluciones de los si-
;guientes casos, habiendo comprobado experimentalmente el tltimo de ellos.

Caso 1.9)
P=2; H=1, R=1 p=3/4.
‘Result6é ser
s=1,064; a = 43,2239°, /= 0,9398.
- Caso 2.9)
P=2 H=1 R=1 p=136.
Resultd ser )

s=1,108; aL = 42,0645° /7 = 0,9024.

Caso 3.9)

P=2 H=1 R=1/2; p=4/3.
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Resulto ser
§= 0,58-86; ar = 69,6189°% /4L = 0,8494.
Caso 4.9)

P=237, H=12b; R=2b; p=1.

Todas estas medidas poseen como unidades las correspondientes en el sistema:
cegesimal. Obtuvimos como resultado:

s =0,2729; o = 74,7335°% /AL =9,1592.

La elevada influencia de la variable R en el equilibrio queda de manifiesto-
sin mas que observar cémo en la ecuacién (5) aparece ésta afectada con expo-
nentes hasta de 4.° grado, y los restantes parametros en grado 1.

Finalmente, y como ftltima y definitiva aproximacién a la realidad, plantea-
mos el problema de la estabilidad méixima de la botella desde el punto de vista:
energético, a saber, el cilculo de la cantidad de liquido que debe poseer la
botella para que el trabajo preciso para llevarla a su posicién de equilibrio-
limite «; sea maximo. Como tal trabajo equivale a la variacién de energia po-
tencial entre la posicién vertical (¢ = #/2) y la posicién limite (¢ = a;), basta.
con estudiar tal funcién A E,.

Para ello, y ateniéndonos a la figura 5, vamos a considerar como nuevo-:
sistema de referencia el

;0”, el”' 52”» eB”:

ya que es 0” el punto alrededor del cual gira realmente la botella. Como sola--
mente nos interesa la coordenada Z”, obtenemos ésta ficilmente ya que

Zo=2Zc+R- cosar

con lo cual, recordando la expresién (2), hallamos:

2" (xR2pitsena)/2 — (tRip - cos?a)/8 - sena + PHsena
G = h P4+ TmKkips

+R - cosa

El valor de Z”; para la posicién vertical (@ = m/2) coincidira con (1).
La variacién de energia potencial entre las dos posiciones antes indicadas sera.

ABp= (P 4= R?p 4)[Zg (ar) — Za (x/2]]
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Dado que entre & y a; existe la relacién (3), no resulta ficil el calculo-
teérico de la derivada d (A E,)/d h, cuya anulacién conduciria a la solucién:
definitiva del problema.

)
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X &
XII

Fig. 5

- No obstante, para el cilindro empleado en nuestra experimentacién practica-
(caso 4.° antes citado) la resolucién por métodos de aproximacién nos ha mos-
trado que la maxima variacién de energia potencial se consigue para un valor-
de h; = 26,12 notablemente mayor que el hallado en la resolucién estitica del’
problema (k = 9,1592).
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El valor del angulo limite obtenido para esta resolucién dindmica o ener-
;gética del problema es de a; = 79,05°, que no difiere en gran cuantia del valor
@, = 74,7335° encontrado en la resolucidén estatica del problema.

Hemos de indicar que -la altura del liquido % = 26,12 corresponde practi-
«camente con la altura total del cilindro utilizado.

Pamplona, 12 de enero de 1980.



