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TRANSFORMACIONES QUE CONSERVAN EL
AREA

por

AMELIA GUIVERNAU

En esta nota pretendemos determinar las transformaciones que conservam
el area en el espacio de tres dimensiones, asi como las cuestiones analogas em
espacios de dimensién superior.

En el espacio euclideo R3 dotado del producto escalar ordinario comsidera-

mos una transformacién lineal T dada en forma matricial por la matriz
(t;:), <; i<, Tespecto de la base canénica:
jhi=i, j<3

51 = (1‘ 0' 0)7 8: = (0) 11 o), 63 = (0, 0! 1)
Es decir

tyy s Yy
T: R¥—> RS
fyy fgg Pgs
T (xp Xq, 25) = (24, %9, Xy)

tll 132 ti!

Nos preguntamos cuindo T conserva la longitud, el area, o el volumen, es

decir, qué debe de cumplir T para que se satisfagan cada una de estas con-
diciones:

(Ap) Txl=llxll paratodo x € R®
(A;) S(T» Ty =S(x,y) paratodos x5y € R?
(Agy) V(Ux, Tv,Tz)=V(x,%2) paratodos x9,2 € R3

donde | # || designa la norma euclidea (o longitud) del vector x, S(x,y) es el
area del paralelogramo subtendido por # e y

S(x,5)=Area (o +py | 0<A<1, 0<p<1}

y V (#,y,2) representa el volumen del paralelepipedo subtendido por x,y, 2.



La primera y fltima cuestion tienen respuestas bien conocidas (v. [2]):

(Ay) equivale a que T sea ortogonal : T* T =1
(Ag) equivale a que det (I') = det (#;;) = == 1

donde T* es la transformacion adjunta de T, dada por la matriz (¢;;), <; j<,
transpuesta de la de T.

La condicién (A,) es considerablemente més débil que (A,) y cabria esperar
que (A,) fuese una condicién estrictamente contenida entre ambas. Sin embar-
go, se tiene:

Teorema 1.—La condicion necesaria y Ssuficiente para que T conserve el
drea (es decir, que se cumpla (A,)) es que sea ortogomal: T*T = I.

Demostracidn—Suficiencia: Designemos por x - ¥ el producto escalar en R3
x - y=2x, 9+ %2 92 + %5 33

de forma que S (#, ) viene dada por la raiz cuadrada del determinante de Gram

x- |t

cx gy —Vllxllzllyl!’—(x Pk

S(xv)—\

Si T es ortogonal, T# - Ty =ux-1y, luego evidentemente es
S(T# Ty) =S(x19).

Necesidad: Supongamos que existe un vector no nulo ».€ R3 tal que -
ITx|>|~|. Sea M el subespacio bidimensional ortogonal al vector T* T x,
y sea {y,z} una base ortogonal de M. Entonces

JLT*Tae=>0=(T*Tx). Ty=Tx - Ty
(Txl| [Tyll=STxTH=SEN<|l«xll lyl<<|Tx| Ilyll

Por tanto, | Ty fi<| v, e igualmente se ve que | Tz | <|z|. Pero y,2
son ortogonales, luego

STy THSITy| 1Tz <Myl Izl =S(52

lo que va contra la hipétesis de conservacién del area. Asi hemos probado,
por reduccién al absurdo, que

(1) | Tx||<| x| paratodo « € R3

Si T conserva el area, es obvio que ker (T) ={ 0}, luego T es un isomorfis-
mo de RS3, y ademas, también T-1 conserva el area. Por tanto

@ Tty <yl paratodo 3 € R?



— 65 —

Aplicando (2) con y = T x se obtiene la desigualdad opuesta a (1), luego
ITx| =| x| para todo »€ R3 lo que, segan hemos visto, equivale a que
T sea ortogonal, q. e. d. '

Nota.—Es facil ver que la condicién (A,) de conservacién del area es equi-
valente a la siguiente:

(A’y) Area (T (P)) = Arsa (F)

para todo poligono plano P (o incluso para todo conjunto plano medible). En
efecto, todo poligono puede descomponerse en triangulos, y el 4rea del trian-
gulo subtendido por los vectores x,y es precisamente S (#, y)/2.

CE X o

Para transformaciones lineales T en el espacio euclideo R”, podemos con-
siderar »# condiciones como las anteriores. Para k = 1,2, ..., n lu condicién de
conservacién del volumen k-dimensional es

(AR Sp(Tay, Tay, ..., Tay) =Splx;, a5 ....2%
para todos los vectores
Xy Xgy ooy Xk €

donde
Sk (xy, %9y oo oo X
representa el volumen k-dimensional del conjunto

My ha ool [0S, <1, 0<M,<1,...,0<),<1{

(que es el paralelepipedo k-dimensional subtendido por '*'1""72’"'»”1:) y viene
dado por la raiz cuadrada del determinante de Gram

Splacy, 29, ooy xy) = fdet ((x; « x)1.24,524)]12

(véase [2]). Estas condiciones estin caracterizadas tnicamente para los casos
extremos k=1, k =mn:

(A;) equivale a que T sea ortogonal : T* T =1
(An) equivale a que det (T) = = 1

(véase [2]). El resultado que corresponde al del teorema I para este caso ge-
neral es:

Teorema I1.—Las condiciones (A ), (4,),..., (A, ) son equivalentes,
y se verifican si y sdlo si T es ortogonal,
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Demostracion.—Sea 1 <<k <mn. Que toda transformacién ortogonal verifi-
ca (A,) se prueba como en el teorema I. Si T verifica (A;). probaremos que

ITx|| <] x| paratodo x € R3

y el resto de la demostracién es como en el teorema anterior. Supongamos,
por reduccién al absurdo, que para algin vector x € R* es | Txll>| .
Sea M el subespacio ortogonal a T* T x. Entonces

3 Tx | Ty paratodo y €M

Dados
Y1 Yo oo 1 Vi € M,

linealmente independientes, se tiene por (3) que T x es ortogonal al paralele-
pipedo (& — 1)-dimensional subtendido por

Ty Tyg ooy Ty

luego

Sp-1(T96Ty0 o T ) I T || =S, Ty, Tyay .oy Ty Tx =
=Sk (Jp Ve oo s Ta-10%) S Spey (Ip Yo -+ v =) 12 ]| <
TSy (91 Yar oo Ma) (| T ]

Asi hemos probado lo siguiente:

(C) Shct (T Ty o T 9hoy) < Saey (I3 53 - - 2 k1)
paratodos 4y, %g, ..., Y2~y € M lim. indeptes.

Como dim (M) =#—1 >k, dado y € M, y# 0, podemos encontrar vec-
tores ¥, 9,, .-, ¥;_, € M linealmente independientes y ortogonales al vector y.
Entonces, en virtud de (4),

Ny Semt (Ton Tyas oo os Tya_) <31l Steq (Y192« 1 Jpmg) =
=St() ¥ s Jr) =Sk - (TH Ty Ty .. Typy) <
SUTy S (T Ty ooy Tyroy)

Es decir,

() ITyll> llyll paratodo y€ M,y30

Como T es un isomorfismo,

dim (T (M)) = dim (M) > £,
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duego podemos elegir vectores

21y 89 00028, € T (M),

o nulos y ortogonales dos a dos. Sean

2;=Ty; con 9y, €M (t=1,2,...,4).
‘Entonces

St(Ty Toa e Ty =Tyl I Toall ... | Tyall>.
Syl Bl ooe Daell 2S5(5 Y2 o0 2 9%)

lo que contradice la hipétesis (4,), q. e. d.

Nota.—El problema considerado aqui ha sido estudiado en espacios de di-
mensién infinita por E. Corbacho en su tesis ([1]), pero el método utilizado
:alli es menos preciso, ya que para R” sélo permite probar la implicacion
{(Ap) =>(A)) cuando # > 4 k — 38 (en particular, el teorema I sélo podria pro-
sbarse con dicho método R5 o espacios de dimensiéon superior).
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