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ALGUNAS DESIGUALDADES OBTENIDAS A
PARTIR DE LA DESIGUALDAD DE BERNOULLI

por

J. B. RoMERO MARQUEZ Yy M.* ANGELES LOPEZ SANCHEZ-MORENO

1. INTRODUCCION.

Admitimos conocida la desigualdad de Bernoulli, que viene demos-
trada en [1], pag. 34, y a partir de ella vamos a enunciar nuevas desi-
gualdades que probaremos. '

Prop. 1.1. (Desigualdad de Bernoulli)—V = € (—1, o) y V neXN
se tiene (1 + z)» > 1 + nax.

2. CONSECUENCIAS.

Frop. 2.1.—V n € N se tiene

n+2
a) ( ) < M+~ 1
n
k+2
b) ¥ ( )< 2n43
P
k=0 )
n jk+2
c) II ( ) < Fpyy
k=0 2 ;

donde Fpy, = 1 <4 22"t el n + 1 -ésimo numero de Fermat.
Demoslracion.

a) Se sigue de la desigualdad de Bernoulli, integrada entre 0 y 1. Fsto es:

1 1 (n +1)(n + 2)
(1 + nx)dr < (1 + z)nde = ————— < 2+ —

2
n+42
i ) cwen
2
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n n
(2k+1 — 1) = Z %+1 — (n + 1) =
k=0

n
k-2
"S-
2
k=0

k=0
Por a)

=2n+2 .2 —n -1 <22+ —1) < 2n+2

n (k+2 n n (n+2)(n+1)
c) I ( )< I (2k+1—1) < I 2k+1 =2 2 =
E=0\ 2 k=0 k=0
Por a)
(n+2)
2 na
—2 <22 <t Z B, —1 <Py
Por a)
donde

Fngyy =1 + 207F°

nt

2
Prop. 22—V neNn >0=>n! <2

Demostracién.—Aplicar integracion a la desigualdad de Bernoulli
entre 0 y 2 se prueba que 2(1 + n) < 3n+1,

Dando valores a esta desigualdad desde # = 0, 1, ..., n — 1 se
tiene después de diversas acotaciones que:

2n (nl)* < 3 "(".;l) <4 "(";” — 20041 = ()2 <
, .
2n(n+1) -
< — =2 = nl <2
n

Otra forma de probarlo es haciendo en la desigualdad de Bernoulli
T =1 =
1 +n<2n

Dando a n valores desde 0 a n—1 v multiplicando miembro a miembro

n(n—1) n?

2 2
= nl <2 <2

de aqui la cota anterior puede mejorarse, tomando

n(n+1)
5 2

como cota de n! y esto nos permitira relacionarlo con cierta desigualdad
obtenida en [1], pag. 193, 3.1.1.9.
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Prop.23.—8ip > 1,p=sRy0 <z < 1= 2=p—1) <
<P 4+ (11— z)p < 1.

Dermosiracién.—Consideramos la funcion f:[0, 1] - R, f(z) = ap +
+ (1 — z)P que es continua y ya que p > 1 es por lo menos una vez
diferenciable.

Derivando tenemos: f’(z) = p x(P—1) — p(l — x)ip—1), Para obtener

los ceros de
1

fla) =0 => & = —
2

Ahora V z € (0, 1) f es infinitamente diferenciable, Entonces

Vz (0, 1), /(@) = plp — 1) (ap—2 + (I — x)p—7)

y : 1y . o 1
fl—] >0=> & = —
2 2

f alcanza su minimo absoluto que es

1 1

2 2p—1
Asi, tenemos probado que

o 1
vz el0,1], <P + (1 —zx)P 1]
2p—1 :

Ahoracomo Vp > 1 v vreel[0,1],zp <zy(l —zp <1 —12 =>
=P +(1l—zp <z +(1l—2)=1= 20 + (1 —z)p <1 [2]
y de [1] y [2] se tiene '

1
Vp>1,Vzxel0l] = <ar + (1 —z)p <1
NOTA.—Ver [1], pag. 276, 3.6.25.
1 1 1..
Corolario2.4.—Vp >1,.peR=> — < —— < —
P2y p+1 2

Demostracion.—Basta integrar la desigualdad de la prop. 2.3 entre
0 v 1.
n(n—l1)

Corolario 2.5.—V n > 1, n € N se tiene 2n—1 < n! <2

Demosiracién.—Se obtiene del corolario 2.4 dando a p los valores
1, 2, ..., n — 1y multiplicando miembro a miembro se obtiene el
resultado:
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