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TRIANGULOS ARITMETICOS

por

MAnNvuEL Diaz REGUEIRO

INTRODUCCION
Los coeficientes de los polinomios del tipo (z—;) (x—x,) . . . (z—xn)
se deducen de los del tipo (z+4x,) (z+x,) . .. (x+2,) sin mas que cam-

biar alternadamente el signo de los coeficientes, comenzando por man-
tener el siglo de zn, cambiar el de zn—1, etc. Ejemplo: si el primer poli-
nomio tiene de coeficientes 1, —3, 2, 4, —1, el segundo tiene 1, 3, 2, —4,
—1.

UN PRIMER TRIANGULO.

Construimos el triangulo

1 6 11 6
1 10 3 50 24
1 156 85 225 274 120

de la siguiente forma: por ejemplo, la quinta fila comienza por 1, entre
1 y 10 colocamos 15=1-5410. Entre 10 y 35 ponemos 85=10- 5+35
los siguientes son 225=235-5450, 274 =50- 5+24 120 =24-5.
En general, en una fila m pondremos primero 1 y después, debajo
de dos nimeros z,y (de la fila m—1), escribiremos el nimero zm+y.
Notacion.—Llamaremos (m/n) al numero que aparece en el tridn-
gulo en la fila m, y en ésta, estd en el lugar n+1.

PROPIEDADES DEL TRIANGULO.

Probaremos que:

(m[n) = (m+1)! (1]
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(m+1) (m/n) + (m/n+1) = (m+1/n+1), por construccion

m
Z (—1)n (mn)=0 [2]
n=0

m!
{m—1/n)= Z a+b+4c...=m—n
al bl ¢! ... 1a2b3c . .. a+2b4+3c+...=m

Aplicaciones.

Los nimeros de la fila m son los coeficientes del polinomio (z+1)
(2+4+2). . .(z+m). Esto demuestra la propiedad [1] haciendo z=1. Y
la propiedad [2], sustituyendo en el polinomio z=-—1. También si en
esa fila cambiamos alternadamente los signos, tenemos los coeficientes
de (z—1) (z—R)...(z—m). O bien del factorial generalizado X(m+1 =
=g(z—1) (z—2). . .(x—m), si afiadimos un 0 como ultimo coeficiente,
que se utiliza en la interpolacion de Newton. Por ultimo, los elementos
de una fila de ese tridngulo son los coeficientes del producto de n tér-
minos de una progresion aritmética, P =(a,+d) (a,+2d). . .(a,+nd).

EN GENERAL.

Notaciéon.—Definamos, dadas las n variables z,, z,, 3, . .. , Zn, €l
polinomio simétrico fundamental de orden i, Spi=2,'z, . ... xi + .....
..... -+ Tn—i+1'n—it+g +++ « « Tn.

Construimos ahora el triangulo

1 T,
1 z4z,  zy2,
1 L1 +Ze+ Ty LT+ Ty Ts+ LTy, T1T5%s
1 B P e A e LT o3 4

siguiendo el esquema: el primer numero de la fila i es 1, y bajo las ex-
presiones z,y de la fila i—1 se escribe z-x;+y.

Probaremos ahora que cada fila i son los polinomios simétricos fun-
damentales de i variables. Por induccién (las primeras filas lo son), su-
pongamos que tengamos

1 Sie1 Sk Sks  Ska e Sk
en la fila k, en la k+1 tenemos
1 @14 Sk Trt1Sk1+Ska + « « Zk+1Sks+Ska « o+ T+ 1Skk
tenemos que probar que
Sk+11=%k+1+ Sk 5 Skt 1,8 =Lk +1Sksim1+ Ski 5 Skt 1,k+1=Th+1Skk

o cual no es mas que un facil ejercicio.
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Estos tridngulos permiten calcular de un modo automatico los po-
linomios simétricns fundamentales para valores concretos. Y, por tanto,
calcular cualquier polinomio de raices conocidas de una manera ra-
pida, lo cual es muy util en interpolacion y, en general, en la clase de
Matematicas.

El tridngulo de Pascal es un caso particular de estos tridngulos,
donde cada fila n da los coeficientes de (z+-1)n.

Ejemplo: Calculo del polinomio dz raices —1, 2, 3, —b

1 -1
i 1 -2
1 4 1 —6
1 -1 —19 —11 30
+ — + — -+
El polinomio es: x*-z3—-1%r2+ 1124 30.
Segunde método: construir el triangulo para —x,, —,....—Za,

nos da.directamente los coeficientes del polinomio (r-+x,) (T—,). .
. . .{z—2xn); en el ejemplo anterior se haria el triangulo para 1, —-2, —-3, 5,

1 1
1 —1 -2
1 — 1 6
1 1 —19 11 30
Muitiplicacién por T-+a.
Dado un polinomio agxn+a,zn—"4...... +an se multiplica por

r+ad de la forma adoptada en los triangulos:
ay o, Ay oo vv v an
Go G llg+y Colly -y v i Ayltn

Ejemplo: mutiplicar 41 por £3—2x2-+5r—4

da
rt+-2x3—3x2+160—16

Es ficil deducir, lambién, un esquema para la multiplicacion por az-+b.

INTERPOLACION

En cualquier método de cdlculo del pelinomio de interpolacién hay
que calcular polinomios de raices conocidas. Por esto, la combinacién
del método de los tridngulos aritméticos y de la regla de Ruffini, hara
mucho més rapido los calculos del polinomio de interpolacién y de los
valores de interpolacion,
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Ejemplo: Hallar el polinomio de interpolacion por el método de La-
grange que pasa por los puntos (1,3), (3,1), (4,2), (2,1).

1 1 1 1 1 1 1 2

1 4 3 1 4 3 1 5 4 1 5 6
1 8 19 12 1 6 11 6 1 7 14 8 1 9 26 24

1 —8 19 —I2 1 —6 11 —6

2 —12 14 4 —8 12
2 4
1 —6 7 2 1 —2 3 6
1 —7 14 —8 1 —9 26 —24
3 —12 6 1 —8 18
3 1

1 —4 2 —2 1 —8 18— 6

El polinomio es:

1(x*—8x2+ 192—12) 2(x3—6x2+11x—6)
y= + +
2 6
1(x3%—T7x2 4 142—8) 3(x3—9x% 4 26x—24)
+ +
—2 —6
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