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1. Vamos a considerar conocidos los siguientes hechos algebraicus
y topologicos acerca del grupo multiplicativo A(0, 1) = {z e C | |z] = 1}
y de ciertos subgrupos del mismo.

a) A(0,1) es un grupo compacto, conexo.

b) vneN,n >1,R, = {z eC|zn = 1} es un subgrupo finito ciclico,

cerrado.

¢) vneN, F = {Rplenv es una familia filtrante creciente y decre-
ciente de subgrupos.

d) R = U R, es un subgrupo A (0, 1), denso, no cerrado, acotado y
neN

no conexo.

2. Nos planteamos encontrar subconjuntos de funciones complejas
que sean invariantes en un cierto sentido, que precisaremos por sub-
grupos de A (0, 1).

La generalizacion a varias variables, esto es, a funciones complejas
de varias variables complejas, es de forma natural, como al final del
trabajo indicaremos.

Definicién 2.1.—Sea F(C, C) la C-dlgebra de todas las funciones de
Cen C. Sea A € F(C, C) un subconjunto de funciones y dado G € A(0, 1)
subgrupo, diremos que A es G-invariante si V f € A, Vo € G, Vz € (,
flz @) = f(2). _

El problema que nos planteamos aqui es: dado un G € A (0, 1)
encontrar el subconjunto A mas amplio de funciones que sea invariante
por G.

Es inmediato la

Proposicion 2.2.—Sea A, el conjunto de las funciones complejas
constantes. Entonces v G € A (0, 1) subgrupo, la C algebra A, es in-
variante.
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Proposicién 2.3.—Vn € N (n > 1) el C-espacio vectorial 4, = {f: C—
- G| f(z) = az + b, a, b € G, a 54 0} es invariante por el subgrupo R,
de las raices n-simas de la unidad.

Demostracion: V f € Ap, Vz € G, Vz € Ry, f(z2) = a(zpz)n + b =
=azhzn + b =az 4+ b = f(z). )

Corolario 2.4—Vm e N (m > 1) Vn e N (n > 1) el conjunto de las

funciones A,m = A, - A, ... A, (in veces) como C-espacio vectorial
es invariante por Rj.

Corolario 2.5.—Sea

azn - b
Rn =(f: C— C| f(z) = —a, b, e,deC e, c=0,cF1,df—1
czn 4

es invariante por el subgrupo R,, donde n € N (n > 1). Mas aun,
v m e N(m > 1), R}! es invariante por R, anterior,

Proposicion 2.6.—Si f: C - Cy g: C — C es invariante por el subgrupo
G C A (0, 1), entonces f o g es invariante por G.

Demostracion: vV z € G, YV € G, (f 0 9) (z ) = f(g(zz)) = f(g(z)) =
= (f 0 g) (z) y de aqui el resultado.

Proposicién 2.7.—V G € A (0, 1) subgrupo, sea A(G) = {f: C - C | f
es invariante por G}, entonces A(G) es una subalgebra de la C-algebra
F(C, C).

Demostracion: Es una mera comprobacion.

Proposicion 2.8.-——Si G € G’ € A (0, 1) subgrupos, entonces A(G') €
C A(G).

Demostracion: V f € A(G’) => [ es invariante por G’ => como
G € G’ => f es invariante por G = f € A(G).

3. Consideremos ahora los siguientes reticulos:

a) (L{A/0, 1)), -, N) reticulo de todos los subgrupos de A (0, 1) y
b) (L(F(C, C)), +, N), reticulo de todos los C-espacios vectoriales.
Definimos la correspondencia B: L{A (0, 1)) —— L(F(C, C)), asi:

B(G) = A(G) = {f: C—— C ! f es invariante por G}

PROPIEDADES.
G Cc G’
1) B es aplicaciéon, porque si G = G" &> Yy prop. 2.8
' GCG <=
prop. 2.8 A(G’) € A(G)
= y (G) = B(G")

A(G) € A(G)

2) SiG = A(0, 1), entonces B(G) = 0y si G = {1}, entonces B(G) =
= F(C, C).

3) Si G € G’ € A0, 1) subgrupos, B(G’) € B(G) por prop. 2.8.
4) ¥ G, G eL(A(0, 1)), B(GN G') = B(G) + B(G').



Iin efecto, como

GNG CG = B(G) CBGNG)
=> B(G) + B(&') € B(G N &)
G NG €6 = B(G)CBGNG)

Deotra parce, V f € B(G) + B(G'),f = f1 + fa, [1 € B(G) ¥y fz € B(G').

Ahora, Vx e GN Gy Vz e (, f(zx) = fi(zx) + fa(zx) = f1(2) + [a(2) =
=(fi +fa)(2),yaqueGNGE CGYyGNG €G = feB(GNG) =
= B(G) + B(G') € B(Gn G).

De ambos contenidos se tiene la igualdad.
5) VG, G eL(A(0,1), B(GG) = B(G) N B(G').

En efecto, como

G CGGE B(G G") € B(G)
y = = B(G G’) € B(G) N B(G')
G CGGE B(G G} € B(G)
De otra parte, sea f € B(G) N B(G’) = f e B(G) vy f € B(G). En-
toncessVyeGG,y=a2,r =Gz G
Entonces
Vzelflzy) = flzz ) = f(z x) = f(z) = [ es inva-

invariante por G’ invariante por G
riante por G G* = f e B(G G’) = B(G) N B(G') € B(x G') y de
ambas se tiene el resultado.
4. La gencralizacion es obvia, tomando como G producto directo
de G; subgrupos de A (0, 1) y el polidisco generalizado-unidad.



