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Los conocidisimos conceptos de «integraly, «derivada», ¢<suma» y di=
ferencia de funciones nos permiten determinar los resultados de sumas
finitas o infinitas, continuas o discontinuas, de valores adquiridos por
determinadas funciones, a partir de «wun par de valores» extremos de
otra funciéon asociada.

Si

Y=4d +a,+ds... + an

S

es una de tales series, trataremos de obtener su generalizacion sustitu-
yendo en ella las ocurrencias de los términos a,, @,, d; . . . @y por ocurren-
cias de elementos de un grupo arbitrario G; y las ocurrencias del sim-
bolo +, por ocurrencias de la ley o composicion interna del grupo con-
siderado. De tal forma llegaremos a la sintesis de tales procedimientos
de cdlculo, entendiendo por sintesis a la funcién que reduce una plura-
lidad de procedimientos, estructuras o férmulas a una unidad concep-
tual mas amplia (que incluye a todos los elementos de la pluralidad
dada), definida por una axiomatica mas general. En el presente articulo
induciremos esta abstraccion a nivel de axiomadtica de grupo. Para dicho
fin empezaremos por construir el siguiente aparato «matematico-topo-
légico-conjuntistar:

Partiremos de un conjunto de referencia A, cuya cardinalidad,
# (A) = n, podra ser indistintamente finita o infinita.

En el conjunto de pares ordenados A?, definiremos una relacion de
equivalencia «R» que satisfaga las siguientes condiciones:

1,1) Las clases de equivalencia C = {¢;, ¢, ... cn}, determinadas
por «R», son todas equipotentes entre si y, a la vez, equipotentes con A,
es decir,

Vegel:4H(cg)=#(A)=n
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L,2) Sice = {(ay, by), {aa, bs) . . . (an, bn)} es una clase arbitraria de C,
el conjunto P, de los elementos primeros de cada par contiene a cada
uno y todos los elementos de A sin repeticion, es decir:

P, ={a,,ay,...} = A

De la misma manera, el conjunto P, de todos los elementos «segundos»
de los pares de ¢, también debe satisfacer dicha condicion, luego:

Py = {by, by...bn} = A

Una relacion «R», que distribuye los elementos de A2 en tal familia
de clases, la calificaremos de «equivalencia canénica» y, de forma ana-
loga, diremos que ¢,, ¢, ... ¢p son «clases de equivalencia canonicar.

Una sucesion de pares ordenados de A?2:

Su = (ap by) (@y,, by,) . {ay, by,)
diremos que es una sucesiéon normal si existe una ley de sucesion, de
tal forma que si (@ by,) es un elemento cualquiera de S, su consecu-
tivo (auﬂ_l, bu.4,) deba satisfacer dicha ley. Tal ley de sucesion puede
expresarse mediante una relacion binaria «P», de tal forma que para
que un par («y, b,) pueda suceder a otro par (av, by) en S, sea condi-

cidon necesaria.
(ay, by) «Pr (ay, by)

ELEMENTOS CONTIGUOS.

Si dos pares (a, b) y (¢, d) de A2 son tales que el primer elemento ¢
de (¢, d) es idéntico al segundo elemento b de (a, b), diremos que son
contiguos, o mejor, que (¢, d) es contiguo a la derecha de (a, b) v (a, b)
contiguo a la izquierda de (¢, d). Consiguientemente la contiguidad es
una relaciéon binaria. Representado mediante el simbolo «P», esta rela-
cién y tomandola como relacion de sucesiéon o ley de sucesion, tendremos:

1,3) =z e y son contiguos; luego: = «P» y
1,4) Si§, = (ay, by (ay,, by,) ... es una sucesion de elementos
de A2 tales que
(ay,, bul) WPy (ay,, by,) Pr...(dy,, buy)
Sp. es una sucesion «ormaly.

REDUCCION:

Llamaremos reduccién a una Ley de composicion interna sélo par-
cialmente definida en A? por las siguientes condiciones:

1,6) Si(a, b) y (¢, d) son dos pares contiguos (b = ¢) su reduccion es
el par construido con el primer elemento de (¢, b) v el segundo de (¢, d),
cualesquiera que sean los b y ¢, es decir:

(a, b) (¢, d) = (a, d) (con b = ¢)

Donde la reduccion se ha expresado con notacion multiplicativa.
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1,6) Si (@, b) y (¢, d) no son contiguos su composiciéon o reducciéon no
es posible.

Estas dos condiciones las podemos expresar en lenguaje simbolico de
la siguiente manera:

(¢,d)sib =c
(Pysibsc

Lema nitmero 1.—La composicion o reduccion de todos los elemen-
tos de una sucesion «normal» arbitraria es igual al par construido con
los elementos extremos de la sucesion.

Demostiracion:

Supongamos que la sucesiéon dada es

1,5) v (a7 b), (6, d) e A?: (a: b) (e, d) =

(@s, by), (ag, ba) . .. (ay.y by.)

Como por hipotesis, dicha sucesiéon es normal, todos los elementos de-
beran ser eontiguos, cada uno con su consecutivo; por consiguiente, se
supondra que es

by =y by =d,...0,  =ay

por ende, la composicién o reduccion de la sucesion es posible. Podemos
demostrar, ahora, el presente lema por recurrencia sobre u:
Supongamos que el lema es valido para p. = m: Tendremos

(az, by) (ag, by) o .. (@m, D) = (dy1, bm)

Si efectuamos ahora la composiciéon de este resultado con el par con-
secutivo de la serie, o sea, con {(am4,, bm4-,), obtendremos

(ah bl) (az; bz) IR ((lm, bm) (am+1, bm‘f‘l) =
= (a1, bm) (@m4-1; bm+41) = (@1, dm+t4)

Ahora bien (a,, bm+,) es el par construido con los extremos de la suce-
sion parapy = m + 1 y, por ende, la validez del lema para u = m im-
plica su veracidad para w = m - 1; luego también para cualquier valor
de u, que, en definitiva, es lo que se pretendia demostrar.

Corolario nimero 1.--F1 valor de la reducciéon de una serie normal
no cambia cudndo se sustituye cualquier par (a3, bpj de la misma, por
una subserie normal que tenga como extremos a los elementos del par
sustituido.

La evidencia de este corolario se sigue inmediatamente del lema ni-
mero 1. Veamos:

Dadé una serie arbitraria

(ay, by) . .. (dB, bB) c (aw by‘)

si sustituimos, por ejemplo, el par (ag, [)B) por la sucesiéon también normal

(1, by,) (b bag) - - - (Dog, DB)
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sera
(e, 1) - . - (ap, bg) ... (ay, by) =
= (a5, by) - . . (ag, by) (Daps b3,) + - - (g bB) - - - (@, by)
ya que por el lema nimero 1 la serie {ag, by,) ... {by,, bg) es igual al

par (ag, bg); consiguientemente, es indiferente escribir
(ag, by,) --. by, bg) 0 (ag, bg).

Esto quiere decir que la ley de composicion interna que hemos lla-
mado «reduccion» es asocialiva y disiributiva.

Teorema numero 1.—Si la relacion de equivalencia canénica «R«
definida en A2 es compatible con la reduccion de pares ordenados, de-
termina un homomorfismo I' de A? en el conjunto cociente A2/R; el
conjiunto cociente sera un’ semigrupo y cuando contenga al elemento
unidad sera un grupo.

Demostracion:

Segun la condicion 1,2), cada elemento (a, b) de una clase de equiva-
lencia canodnica c¢g solamente podra tener un contiguo a la derecha y un
contiguo a la izquierda en cada clase de la familia, pues si tuviera dos
o mas contiguos, las clases de equivalencia poseerian algun elementn
de A repetido como primer elemento de par o como segundo, lo que
contradice a la condiciéon 1,2). De aqui se sigue que la composicion de
todos los elementos de una clase c¢q, con sus contiguos de otra clase cr,
cubrird por completo la adherencia del conjunto producto c¢s ¢z, dada
la compatibilidad de la relacion que las define con la reduccion. Por
consiguiente, «R» define un homomorfismo I" de A2 en A2/«R». Ahora
bien, como, segin hemos visto, la reduccién es asociativa, la ley de
composicion interna asociada al conjunto cociente A2/«R» también lo
serd, por lo que se implica que A?/«R» tiene estructura de semigrupo
por lo menos.

Si A2/«R» contiene al elemento unidad, cuya clase de equivalencia
correspondiente serd la constituida por pares de elementos iguales, es
decir

U == {z eA*>tal que siz = (a, b) sea: a = b}
como existe el par inverso de cada par, definido por

(a, b) esinverso de (¢, d)sib =cya = d

también debera existir la clase de pares inversos de cada clase, pues,
de lo contrario, «R» no seria compatible con la reduccion. Consiguiente-
mente, en el conjunto A?/«R» cada elemento tendrda un inverso y, por
ende, A?/«R» tiene estructura de grupo, con lo que se completa la de-
mostracion de este teorema.

En lo sucesivo nos referiremos exclusivaments: a relaciones de ecqui-
valencia compatibles con la reduccion,
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En lo sucesivo, la ley de composicion interna asignada al grupo o se-
migrupo cociente A?/«R» la expresaremos con notaciéon aditiva. Con-
viene, pues, tener en cuenta que con el signo -+ no expresaremos nece-
sariamente la operacion binaria de sumar, sino a toda ley de composi-
cion interna asignada al grupo o semigrupo A?2/«Rb».

Dada una serie arbitraria de elementos de A2/«R», por ejemplo,

AN — . » .
S.--:cuﬁ-c,—{»c,%—cs...—f—(wL

donde
(C1y Cay + ++ Cy € A2[R)D)

llamaremos representacion normal de dicha serie a toda sucesion norma
de antiimagenes de S. Consiguientemente, si

(ay; by) (g, by) . .. (‘al-‘-’ bu)

(donde

IY( b

ay, by) = cy)

es una represenlacion normal de S, tendremos

2,1) X Cy = I( (ay by) (ag, by) .« .. (a“, b,rL) ), donde I'" es el homomor-
W

¥

fismo de A2 en A2/«R» determinado por «R».
Ahora bien, haciendo uso del lema nimero 1, la 2,1) se convierte en

Este es el primer resultado importante que tratdbamos de conseguir:
Conocer el valor de una suma
DY
PG
w
w
a partir de los valores extremos aq vy bg de su representante normal.

Una aplicacion biyectiva 8 de A en A diremos que es compalible
con «R» cuando satisface la siguiente condicion:

8icg = {{ay, b)), {ca, by) ... (an, bp)} es una clase de equivalencia
determinada por «R» también lo sera 8(cq) = {id(a,), 8(b))]. ...}, es
decir,

(6o € () => (3ea) == {[8lar), 8(,)], [3(ay), ()] ...} €C)

Como consecuencia, si € es la familia de clases de equivalencia deter-
minadas por «R» tendremos:

3C) € G
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Consiguientemente, la 2,2) también es valida en 3(C); por ende, serd

w=p
2,3) T ¥ey) = T [(3(aa). 3(bg))]
p=o

Esta ultima relacion es valida para cualquier s%arie finita; pero en
el caso de que la suma.
w=p
Z ey

p=a

se extienda a infinitos términos, para proceder con todo rigor, debemos
introducir el concepto de convergencia.

La convergencia en espacios vectoriales usuales se define sobre un
conjunto de normas (generalmente, numeros reales positivos), que sue-
len ser subconjuntos de gx:upos abelianos. Como hemos saltado a grupos
arbitrarios, se hace necesario proceder con criterios mas amplios. Para
ello empezaremos por definir una relacion de orden de la siguiente
manera.

Es un hecho bien conocido, que cualquier elemento ¢ de un grupo G
arbitrario pertenece a un subgrupo ciclico S. Si dicho subgrupo es ma-
ximal y es engendrado por un elemento g € G, existe un numero natural n
para cada a € S tal que @ = gn. Pues bien: A cada elemento a € S asig-
naremos dicho numero natural, que llamaremos «indice de a».

Puede ocurrir que el subgrupo ciclico S tenga la potencia del con-
tinuo. En tal caso seria:

(VgeS)@zeS)@n>1)an =¢g

En este caso, conviene asignar como indice de cada elemento un nu-
mero real (entero, fraccionario, irracional o trascendente). Para ello eli-
giremos un ¢ € S al que le asignaremos indice 1 y a todas sus potencias
{9, 9% ¢* ... } efectivamente ntimeros naturales. Si x es tal que zn = ¢
a x le asignaremos indice

1
n
Yy a sus potencias
1 2
—_— _;
n n

asi sucesivamente, asignaremos un indice para cada elemento. Al ele-
mento unidad del grupo G le asignaremos indice 0.

Una vez asignados los indices a todos los elementos de G, podemos
definir otro concepto que designamos por oscilacion:

Si un elemento « tiene indice n llamaremos oscilacion a la derecha de
b € G sobre ¢ a la diferencia de indices del producto @ b y el elemento «,
es decir:

oscilacion de b a la derecha = indice (¢b) — indice («)



— 20 —

aunque ab y a no pertenezcan al mismo subgrupo ciclico, de forma ana-
loga definiremos la oscilacion a la izquierda.

oscilacién de b a la izquierda = indice (ha) — indice (a)
Representaremos por o(a) al conjunto de todos los valores absolutos
de las oscilaciones producidas a la derecha y a la izquierda por « sobre
todos los elementos de G. De forma analoga representaremos por ofd)
al valor maximo contenido en el conjunto o(a), es decir, a la oscilacion
maxima:

Definamos ahora una relacion de orden mediante las siguientes con-
diciones:

2,4) a < bsiola) < o(b).

2,5) a > bsisb) > ola)

2,6) (¢ <b)y(b < a)siola) = ob).

2,7) Sie eGeselelementonulovVaeG:e <a.

Hechos estos convenios, diremos que una serie
p=0o0
o ¥ey)
p=1
es absolutamente convergente si satisface estas condiciones:

2,8) Vi eN:dey) < 5(cy—y)

1
2,9) 3 p < M tal que ~(8(cg)) < ——— (donde M es finito).
2p—
Efectivamente
—(B=p—1 ) —(B=
o = 8(6{3)) y of X S(CB)
=1 P=v
tienen que ser finitas, pues la serie
1
z
B 2P
es convergente y la serie
s
B
B=
es finita, por hipotesis.
111

Una vez establecido el criterio de convergencia, procederemos a la
generalizacion del concepto de integral, partiendo de la relacion 2,3).

Nos vamos a limitar al caso de que el conjunto A2/«R» tenga estruc-
tura de grupo, es decir, que tenga elemento unidad e,
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Ordenando el conjunto A?/«R» = {e, ¢y, ¢3 ... ¢g ...} mediante la
relacion definida anteriormente, e sera el elemento minimo. Conside-
remos la familia de subconjuntos de A2/«R» que contienen a e:

3,1) B = {z|(r € B) = (e € z)}. Efectivamente, B es base de
filtro de entornos de e, pues la interseccion de dos elementos cualesquiera
de B también pertenece a B.

Representemos por F al filtro engendrado por B. Si Fg es un ele-
mento de F constituido por los elementos {f, f, ... fag} de A*/«Ry, se-

gun hemos visto a cada fg hemos asignado una oscilacion maxima

o(fp) olfg): A la mayor de todas las maximas de los elementos de Fs la

llamaremos «radio» de Fs y la representaremos con la notacion rd(Fg),
es decir,

rd(Fs) = max s (fg)
fﬁ e Fg ¥

Finalmente, elijamos A2?/«R» de tal forma que e sea un punto de
acumulacion,

Consideremos, una vez mas, la relacion 2,3): Convengamos en que 3
es una homeomorfia del espacio topolégico asi construido sobre A2/«Rb».
Haciendo uso en 2,3 del Corolario numero 1, podremos sustituir cada
par en

w=p
T 3(ey) = T'l(3(aa), 3(ba) ), (3(@o+1), 8(ba+1) ) - . - (3(ap), 3(bg))]

p=a

por una serie normal de n elementos cuyos extremos sean los elementos
del par sustituido, por ejemplo:

3,2) - 8(0)‘) ——I‘[(b‘(a ) 3(b°‘ ))(s(a“ ) s(b“ ))
’ u—o 0 /s 1/" 2/nv; 2/71 e

A=n

() o ) ) )

donde

A u u
3 =T|3 , 3lb
(%) ( (“Mn) ( )
son las imagenes de los nuevos pares de la serie. Ahora el parametro p

en 8(03) ya no crece de unidad en unidad, sino en multiplos de la frac-

ciéon 1/n.
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Supongamos que el espacio topolégico definido sobre A2/«R» cs
separable y convengamos en elegir los pares interpolados

(3(“51,,)’ 8(";L/n))

de tal forma que satisfagan la siguiente condicién

3,3) (V1) (3 F, € F) tal que

o)

e I'p v el radio de F, es menor que [!/,]:

1
rd (Fp) < —
n

Con estas condiciones podemos efectuar el paso al limite, que lla-

maremos inlegral generalizada de S(c:;) y cuya expresion es

-t e o, ) o ) o)) -
o s ) e o)) ol )

Aplicando el Lema nimero 1 obtendremos

¢
A . A
43) f S(c“)= lim. S(CH)=F[(8(%¢); 3(0p) )]

o n=ao
A=n



