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UN TEOREMA DE LA TEORIA ANALITICA
DE NUMEROS

por

JESUS GOMEZ SANCHEZ

Dos funciones aritméticas multiplicativas f, g que sean inversas
para la Multiplicacién de Dirichlet.

.
(r-9)(m) = > 1@ g(—d—)

din
toman valores opuestos para cada numero primo p.

Demosiraciéon. Cuando las funciones f, g son inversas para la Mul-
tiplicacion de Dirichlet, se tiene

1 l1,sin=1
) (n)=1(n)=[——] =§

n O,sin>1

Primeramente tenemos en cuenta el hecho de que
f(1) = 1) =1

por ser funciones multiplicativas.
En segundo lugar, hemos de utilizar la relacién recurrente que de-
termina la funcién ¢g(n) = f—(n), mediante los valores de la funcién f,

es decir,
—1 n
—1 _ — 1(d
—(n) I Ef(d)f—()

|n
d<n

Ahora bien, el valor f~!(p), para un numero primo p, se obtiene ha-
ciendo n = p en esta féormula de recurrencia. Pero como el unico divisor
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positivo de p y menor que éste es 1, la fébrmula recurrente s6lo contiene
un sumando en el segundo miembro:
1 —1 P 1 —! 1
—p) = o f(—d—) f—d) = mf(p) —1)
d<p

y por tanto se obtiens, finalmente,

—p) = — fp) l

Ejemplo 1. Es sabido que la funcién de Mobius, u(n) es inversa
para la Multiplicacién de Dirichlet, de la funcién idénticamente 1,
u(n) = 1.

Pues bien, para un nimero primo cualesquiera p, se tiene

wp) = —1 =—ulp)

Ejemplo 2. La funcién ¢(n) de Euler puede expresarse por la férmula

1
e(n) =n = (l -—-——)
pin p

donde p es primo.
La funcioén inversa (sentido de Dirichlet) viene dada por la expresiéon

q>—’(n) = = (1— p) , p, primo
pin
Para un numero primo p, las citadas funciones asumen los valores
respectivos
e(p) =p—1,¢7p)=1—p
siendo, pues,
¢Hp) =1 —p = —o(p)
Ejemplo 3. Sea la funcién aritmética o4(n) de la suma de los cubos

de los divisores de n
as(n) = X d®
din

El valor que esta funcién o;(n) toma para un numero primo p es,

por consiguiente,

os(p) = X d*=1° + p* =1 + p?
dip

Mientras que el valor en p, de la funcién inversa o,—1, es el obtenido
haciendo n = p en la férmula que expresa o;~(n):

n
1 — ds uld _
65~*(n) E w(d) u( p )

din
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Asi, pues,

p
6, p) = Z a® p(d) u(—;—) = u(l) w(p) + p*u(p) (1) = —1 —p® =
=—(1 + p?) = — o4(p)

GENERALIZACION DEL TEOREMA

En el teorema hemos necesitado el caricter multiplicativo de la
funcién f, para asegurarnos la condicién

fl1) =1
para lo cual basta suponer unicamente que se verifica
1) =1
habida cuenta que
1
1) = —
(1)

para lograr una generalizaciéon del teorema en los siguientes términos.
Teorema. Toda funcién aritmética f(n) para la cual
fl1) =1

determina una funcién inversa f—!(n), en la multiplicacién de Dirichlet,
tal que los respectivos valores que toman ambas funciones, para un
numero primo arbitrario p, son valores opuestos

~p) = — f(p)




