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UN TEOREMA DE LA TEORÍA ANALÍTICA 
DE NUMEROS 

por 

JESÚS GÓMEZ SÁNCHEZ 

Dos funciones aritméticas multiplicativas f, g que sean inversas 
para la Multiplicación de Dirichlet. 

(/ » 9) [n) = 2 «̂ ) Á-j] 
d\n 

toman valores opuestos para cada número primo p. 

Demostración. Guando las funciones /, g son inversas para la Mul­
tiplicación de Dirichlet, se tiene 

(/* g) (n) = l{n) 
1 1 , si n = 1 

O , si n > 1 n 

Primeramente tenemos en cuenta el hecho de que 

/(I) = f-^{i) = 1 

por ser funciones multiplicativas. 
En segundo lugar, hemos de utilizar la relación recurrente que de­

termina la función g{n) = /~"^(n), mediante los valores de la función /, 
es decir, 

/-.(„) = — V fi—\ /-> 
/( l) - ^ \ d / 

(d) 

d\n 
d<n 

Ahora bien, el valor f'-'^p), para un número primo p, se obtiene ha­
ciendo n = p en esta fórmula de recurrencia. Pero como el único divisor 
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positivo de p y menor que éste es 1, la fórmula recurrente sólo contiene 
un sumando en el segundo miembro: 

d\p 

d<p 

y por taiitó ise obtiene, finalmente, 

f-Hp) = — ñp) 

Ejemplo 1. Es sabido que la función de Mobius, \i[n) es inversa 
para la Multiplicación de Dirichlet, de la función idénticamente 1, 
u{n) s 1. 

Pues bien, para un número primo cualesquiera p, se tiene 

[x(p) = — 1 = — u[p) 

Ejemplo 2, La función 9(n) de Euler puede expresarse por la fórmula 

T) <p(n) = n TT 11 
p \ n 

donde p es primo. 
La función inversa (sentido de Dirichlet) viene dada por la expresión 

(p-3{n) = TT (1 — p) , p, primo 
p\n 

Para un número primo p, las citadas funciones asumen los valores 
respectivos 

9ÍP) = P — 1 , 9-'(p) = 1 — p 
siendo, pues, 

(p-i(p) = 1 _ p = -~ 9(p) 

Ejemplo S. Sea la función aritmética ú¿^n) de la suma de los cubos 
de los divisores de n 

d\n 

El valor que esta función ^^{n) toma para un número primo p es, 
por consiguiente, 

a,{p) - S rf« = 1« + P^ = 1 + p ' 
d\p 

Mientras que el valor en p, de la función inversa c^-^, es el obtenido 
haciendo n = p en la fórmula que expresa 03— (̂n): 

n) = 2 '̂ (̂̂ ) ^(-7) 
d\n 
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Asi, pues, 

O.-HP) =^d' Ad) Ptj-^j = <A1) AP) + P' AP) Ai) = — 1 — p» = 
d\p 

= — (1 + p») = — c,{p) 

GENERALIZACIÓN DEL TEOREMA 

En el teorema hemos necesitado el carácter multiplicativo de la 
función /, para asegurarnos la condición 

/(I) = 1 

para lo cual basta suponer únicamente que se verifica 

/(I) = 1 

liabida cuenta que 

/(I) 

para lograr una generalización del teorema en los siguientes términos. 

Teorema. Toda función aritmética f{n) para la cual 

determina una función inversa f^^{n), en la multiplicación de Dirichlet, 
tal que los respectivos valores que toman ambas funciones, para un 
número primo arbitrario p, son valores opuestos 

/ - i (p) = _ /(p) 


