PRODUCTO ESCALAR

por

VictTor ARENZANA HERNANDEzZ y PEDRO BUERA PEREz

La matematica que se expone en B. U. P. y C. O. U. tiene ya un rigor
y nivel suficientes para analizar, a través de ella, como han surgido las
sucesivas generalizaciones en Matemadticas y reflexionar un poco sobre
el proceso constructivo de las mismas.

Muchas veces los alumnos se preguntan para qué sirve tanta forma-
lizacion y tanta definicion abstracta, que luego aplicaremos, solamente,
a cosas muy concretas utilizando una de sus expresiones mas sencillas,
v, ademds, no echamos mano de la definicién abstracta mds que en el
caso de ejercicios encaminados a afianzar la comprension abstracta del
concepto. Esto supone para los alumnos un agobio de memoria si no
se le hace comprender de alguna manera el porqué de la conveniencia
de las definiciones muy generales.

De antemano justificamos la introducciéon de conceptos mdas abs-
tractos de lo necesario para la inmediata aplicaciéon al curso concreto,
porque la Matematica necesita un lenguaje potente, capaz de generar,
por si s6lo, nuevas panoramicas. (De todos es conocido que la numera-
ciéon no evoluciond en la practica hasta que no se descubrio el lenguaje
posicional numérico y que Arquimedes, aun teniendo las ideas del cdlcu-
lo de areas de figuras cualesquiera en su método de exahucion, no pudo
generalizarlo por no estar preparado en su tiempo el lenguaje de limites,
que fue, en definitiva, el que hizo posible que Newton y Leibnitz vieran
la relacion entre la derivada y la integral, resolviendo asi el problema:
en el caso mas general.)

En estas notas pretendemos dar una idea de cémo una idea se va
generalizando hasta ser abstracta y justificar esta generalizacion.

1. PRODUCTO ESCALAR. DEFINICION
l.a) DEFINICION GEOMETRICA.

Supongamos que estamos en el espacio vectorial real

R® = {(a, b)/a, b e R}



con las operaciones
+) R2 x R*—— R2tal que (a, b) + (a’b’) = (a + a’, b + b').
-) R x R*—— R2*talquei-(a,b) =(t-a,i-b) teR.
El comprobar que R2, con estas operaciones, es un espacio vectorial,

es inmediato.
Si partimos de la representacion habitual cartesiana, usada en la

geometria analitica, en la que los ejes de representacion son perpendicu-
lares, la distancia entre el origen y (a, b) viene dada sin més que aplicar
el teorema de Pitagoras por:

Va® + b® (Fig. 1)

(a,b)

Al nimero real, /a® + b2, lo denominaremos norma del vector (a, b)
y lo expresaremos de la siguiente forma:

ll(a, B)|} = Va* + b*

Por otro lado, el angulo que forma (a, b) con el semieje positivo 0X,
viene determinado por:
a b

eos & = ———— sen @ = ———
Var + b Var + b3
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Ademsds, si queremos determinar el dngulo que forman dos vecto-
res (a, b) y (a’, b’), por trigonometria, tenemos:
cos 0 = cos (&' — a) = cos a * cos &’ + sen « - sen o’ =

a a’

Va* +b*  Va* 4+ b
b b’ a-a’ +b-b

Var 7B Jan F 5% Yas ¥ o7 Y& F b

Y

(85)

@,b)

g -

—

Fig. 2

Si observamos las férmulas de la norma (sacada por el teorema de
Pitagoras) y del coseno del angulo que forman dos vectores (sacada por
trigonometria elemental) vemos que los angulos dependen:

a) De las normas de los vectores que lo forman. V
b) De la suma del producto de sus primeras componentes y el pro-
ducto de las segundas.

Teniendo en cuenta esto, cabe definir una operacién de la siguiente
forma:

(a, ) - (a’, b)) =a-a" +b-b
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1.1. DEFINICION.
Definimos producto escalar como una aplicacién de R®* x R? en R
dada por:

- - ,
v-w=a-a + b-b

donde
- — !
v=(a0b) w=(a,V)

A partir de esta definicion de producto escalar, extraida de la geo-
metria, podemos observar:

-
a) Que la norma de v = (a, b) es:

-~

o)l =Va% F b2 = V(a, b) - (a, b) = ]/ Vv

-
b) Que el angulo que forman los vect.ores? = (a, b))y w = (a’, b')

viene dado por

a-a" +b-b (a, b) - (a’, ') v-w

lv/az + be V(l'sw - - -
ol fwl ol - o]

Como propiedades inmediatas de la definicion 1.1 podemos consi-
derar las siguientes:

i) Conmutativa.
ii) Distributiva respecto a la suma.

— - — — .
iii) v}l >0V o yaquel|lv| = Va* + b y solo puede ser cero si
v = (a, b) = (0. 0).
P
. > > — —> - —>
iv) v-w=1\v|l-||w]|- cos (v, w).
- > — -
o) v-w < ||v|l - || w]| (Desigualdad de Schwarz), ya'que —1 <
RS

1.b) Definicion algebraica.

Ahora, prescindiendo del sentido geométrico, y fijandonos soélo en
sus propiedades como operacion, definimos:

1.2. DEFINICION.
Definimos producto escalar como una aplicacion

#.%:R* x R*— R



que cumpla:

i) Conmutativa o simétrica

- - - —
u-v=v-u
ii) Bilineal
—> - - - - - - )
(u +v)-w=u-w + v- w(distributiva respecto a la suma)
- — > > > -
t-(u-v)={-u)r-v=u-{-v):- teR
iii) Positiva
e -
u-u >0 VvueR

Observaciones.

a) Esta definicion puede hacerse dentro del algebra abstracta di-
ciendo que es una forma bilineal, simétrica definida positiva.

b) La condicién iii) puede considerarse unicamente cuando el
cuerpo sobre el que esta construido el espacio vectorial sea R o un sub-
cuerpo suyo. No puede hacerse, por ejemplo, si el cuerpo es G, ya que
z > 0 no tiene sentido V z € C. (Por esto, si queremos definir un pro-
ducto escalar en C, habrd que hacer unas consideraciones especiales.)

2. MATRIZ DEL PRODUCTO ESCALAR (definida para R?)

?2.1. PROPOSICION,

Sean u y v vectores de R® y B = {e¢,, ¢,} una base cualquiera. Si

v

; = (z,y) y v = (z/, y’) tenemos

- — - —
&> > €, e € e x’
u-v=_[z yj

- - - -

€y " €, €y * €y y

D) Basta con aplicar la definicion de producto escalar:
- - - - - - —_ -
U-v=(x-€ +y-e) (- € +y-e)(l)=z 2€e +

- - - - > -
‘T ye e+ ye, ey + Y-y cegce =

- - - -
e " e ey r ey z’
= [z y]
- — - -
€3 € €3 € y’

(1) = Por la bilinealidad del producto escalar.
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2.2. DEFINICION.

Se llama matriz del producto escalar a la matriz
e, e ey " €y

€y * € €y " €y

Esta matriz sera simétrica por el apartado iii) de la definicion 1.2.
Obsérvese que para que se cumplan las condiciones i) y ii) de la de-

finicién 1.2 basta con tener definidos los productos —e7 . ;;, donde

i=12 j=12
Sin embargo, esta condicion no basta para que se cumpla iii)

- > -
({u-u >0 VuceR)

Esta condicién viene dada por la siguiente proposicién:

%.3. PROPOSICION.

R
u u

>
Siu = (z, y) >0 <
- > — >
€y " €y (2% -
<> >0Ae, e >0
pr— - -

D) Llamamos

¢ = ey e,

—_ > a b x
= > Siu-u>0 = [z y]b [])0

4 y
donde
-
u=(z,y) =
=> zr'a + 2xyb + y*c >0 V¥V z,y. En particular,siz = —c¢,y = b

cta—2b® 4+ b%c >0 = c(ca—b2) >0Ac >0 =

a
= ca—>bb2 >0 =

b
>0
.



— 73 —

& Sica—b® >0= (za + yb)* + y2(ca—>b%) >0 =
=> z%a® + 2yab + ytca >0 = a(z®a + 2yb + y*c) >
>0Aa >0 = z%*a + 2zyb + y*c >0 =>’;‘.;>O

Obsérvese que la proposiciébn 2.3 es evidente, teniendo en cuenta
que una funcién y = ax® + bz + ¢ es definitiva positiva si y sélo si
tiene un minimo en el semiplano superior, lo cual equivale a:

ac—b* >0 y a>0

De este modo, cualquier matriz de la forma

b

tal que ac — b® > 0 y a > O representa la matriz de un producto escalar
en el sentido que lo hemos definido.

A partir de este producto escalar, definido ya formalmente, pode-
mos introducir dos nociones:

i{) Norma de un vector.

if) Vectores ortogonales.

2.4. DEFINICION.

- —
[.lamamos norma del vector a y la representamos por lja|} a la ex-
presion

- - —>
Hall=Va-a

De esta definicion pueden deducirse las siguientes propiedades:

> —
a) llall >0 V a

- —
b) {lall=0 < a=0

- —
¢) lxaijl =1IN llall r» e R.

- - - -

dy a-b < |lall |l bl (Desigualdad de Schwars)

— — — —
e) lla + bll <|lall + || b|| (Desigualdad triangular).

2.5. DEFINICION.
->
Se dice que un vector a es unitario si

Nal =1
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2.6. DEFINICION.
e -> . .
Dos vectores, a y b, se dicen ortogonales si

- —>
a*b=20

Una vez vista la definicién algebraica de producto escalar, separada
de la intuicién geométrica, vamos a analizar si con esta generalizacion
se ha extendido el concepto de producto escalar geométrico y lo ha de-
jado inmerso dentro de un lenguaje mdas general que pueda ser utilizado
en otros conceptos, ya no geométricos, pero que permitan en cierta ma-
nera «medir» (idea de la que hemos partido) otros conjuntos.

3. MATRICES QUE MANTIENEN LA DISTANGIA EUCLIDEA.
MATRICES EN LAS QUE COINCIDEN LOS CONCEPTOS
DE ORTOGONALIDAD Y PERPENDICULARIDAD

Una matriz a b]
[b c

tal que ac — b? > 0 y a > 0 no garantiza, «a priori», que la distancia

origen-punto (Norma del vector) sea la distancia euclidea habitual, ni

que dos vectores ortogonales sean perpendiculares geométricamente.
Veamos, como ejemplo, qué sucede si consideramos la matriz

=l

suponiendo que los ejes coordenados forman un angulo de 90°.
1) La distancia euclidea habitual entre los puntos 0(0, 0) y P(1, 1)
es V2, mientras que si consideramos la distancia entre esos dos puntos,

como la norma del vector 61—;, tenemos:

—_ | i 2 0 1
|[OP|| = OP-OP:]/[I 1) H:V‘s’

0o 1 1
?2) El vector (1, 1) es ortogonal al vector (—1, 2), ya que
2 0] l——l
0 1 P2
pero, trivialmente, estos dos vectores no son perpendiculares geométri-

camente, ya que, como se puede apreciar en la figura 3, dos vectores
son perpendiculares geométricamente si son de la forma:

n 1 =0

(a,b) (—ib,ta) teR
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(-tb,ta)

90+t

b — — —

th a 1

Fig. 3

Estudiaremos aquellas matrices que mantienen la distancia euclidea
habitual y aquéllas en las que los conceptos de ortogonalidad y perpen-
dicularidad coinciden.

3.a) Mailrices que mantienen la distancia euclidea habitual.

Suponiendo que los ejes coordenados forman un angulo A, la dis-
tancia euclidea entre los dos puntos, P,(z,, y,) ¥ Ps(Z,, ys), viene dada por

d(P,, Py) = V(x, — )% + (y. — y,)? ‘+ RAzy — 1) (Yo - Y1) cos A
L.lamando

Ly — Ty = T
Yas—th =Y

d(P,, Py) = Vz? 4 y® + 2y cos A

Consideremos la matriz
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e A LN

180-Aﬂ

/ Rx,v) /
/ /
/ /

Fig. 4

asociada a un producto escalar y veamos la relacion que debe existir
entre a, b v ¢ para que esta matriz mantenga la distancia euclidea

—— - a b x
=P, P, fall® = [z y][ ] []=
b c y

= [az + by bz + cy]

.—)
Si a

T
] = az?® 4+ 2bzxy + cy?
y

Por tanto, debe verificarse:

rt + y® + 2xy cos A = ax® + 2xy + cy* Va,yeR

Asi, obtenemos que

a =1 c =1 b = cos A

De acuerdo con esto, la matriz buscada sera:

[ 1 cos A]
cos A 1
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3.b) Matrices en las que los conceplos de ortogonalidad y perpendicularidad
geométrica coinciden.

— —
Para que los vectores u(p, q) y v(r, s) sean perpendiculares, segun la

figura 5, debe verificarse:
gsenA r — scosA

p + gcosA s - sena

Y

/|
/o
s /s.sen Al qsen A
ra !
:s cos Ar—v 0/ p «~0COSAL. X

Fig. 5

- -
Si u y v son ortogonales
a b r r = —k(pb + gqr)
o aly ] []-0=]
b ¢ s s = k(pa + gb)

Para que exista coincidencia entre los dos conceptos

I

gsenA k(pb + qc) — k(pa + gb)cos A
p -+ gcosA - k(pa + gb)senA

gsenA pb + qc — pacosA — gbcosA
p + gcosA - pasenA -+ qpsenA

p*b — acosA) + pg(c — a) + q*(c-cosA —b) =0 V p,q
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Por tanto;
b =acosA ;b =c-cosA;c=A
De este modo hemos obtenido la matriz

[ a acosA]
acosA a

que salvo el coeficiente de proporcionalidad a coincide con la matriz

obtenida en el apartado 3.a).
Como consecuencia de estos resultados obtenemos. Si:

- -
{e1, €3}

es una base del espacio vectorial y el producto escalar es el determinado

por la matriz
[ 1 cosA]
COSA 1

se verifica:

— —
i) leall = lleall

- - - -

€1 €y (SRR Y
ii) =

- - - -

€ ° € €3 * €

Ademass, el problema de trabajar con la matriz
1 COSA]
COSA 1

se simplifica si tenemos en cuenta que esta matriz deriva de la matriz

unidad
1 0]
= [
0 1l
sin més que aplicar un cambio de base de matriz
Tl COSA
X = [
0 senA

1 - 0 1 0 1 CcosA] -
XIX = —
‘lcosA  senA 0 1 0 senA
1

1 -0] 1 COSA cosA] M
- cosA  senA IO senA B [cosA 1 h
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Por tanto, todas las matrices que mantienen distancias y 4ngulos
geométricos responden a una matriz del tipo

1 0
b
salvo cambios de base.
Habitualmente, un producto escalar, que esté definido por la matriz
unidad, se dice que esta referido a una base ortonormal.
Observaciones:

- =
a) Los vectores de una base ortonormal, {e,, e,}, son unitarios, ya

- - -
que e, e, = e, - €; = 1.

b) Los vectores de una base ortonormal, {Z, Z}, son ortogonales,
e - >
vaquee, -e, = e, € = 0.
¢) La matriz I serda una matriz que mantendra la distancia euclidea
y en la que coincidirdn los conceptos de ortogonalidad y perpendicula-
ridad geométrica solamente cuando cosA = 0, donde A es el dngulo que

- =
forman las direcciones de los vectores e,, e,. Esto lleva consigo el que los
vectores que constituyen la base son perpendiculares geométricamente.

Con todo lo visto hasta ahora, podemos observar que los conceptos

de ortogonalidad (; . _v) = 0) y perpendicularidad (90°) no coinciden
para un producto escalar cualquiera.

Un proceso anilogo al llevado en R?® se puede trasladar a R?, pero
en un espacio general Rrn la perpendicularidad no tiene constatacion
desde el punto de vista geométrico, ya que no es intuitivo y se puede
hacer coincidir ortogonalidad y perpendicularidad, como habitualmente
se hace en la literatura.

4. IMPORTANCIA DE LA DEFINICION ALGEBRAICA
DE PRODUCTO ESCALAR

De todo lo dicho anteriormente, podemos inferir que la definiciéon
algebraica puede extenderse y generalizarse, mientras que la geométrica
s0lo se puede aplicar a espacios de puntos (geométricos). )

Asi, la definicién de producto escalar en Rn sobre R es la misma
que la dada en la definicién 1.2 y sus propiedades son, por tanto, las
mismas.

Ademas, la definicion 1.2 puede extenderse sin ninguna dificultad
al caso del espacio E sobre C con propiedades andlogas al producto es-
calar habitual, cosa que no hubiéramos podido hacer de haber consi-
derado unicamente el sentido geométrico.

Si hemos de extender el producto escalar definido en Rn sobre R
a E sobre C lo haremos de modo que la restricciéon de éste ultimo coin-
cida con el primero.
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4.1. DEFINICION.
Sea E un espacio vectorial sobre C. Definimos producto escalar como
- —>
una funciéon E x E —— C, tal que a cada par de vectores u, v le hace

- =
corresponder un numero complejo que designaremos por u - v, tal que

- = - - > - > - > —>
i)y u+v)y-w=uvu-v+u-w uv,wekE.
- —> - —> - =

iiy (cu-v) =c¢u-v) uveE ceC.

- - -
iii) (u -v) = (v - u), donde la barra indica conjugacion.
- - > -
iv) u-u>0,siu#¥0 VueE,
Observaciones:
— — - > > - —>
1) u-(cv + w) =c¢(u-v) + (i - w).

- - — - - - - - - - > - =
D. u-(ecv+w)=(cv+w)-u=cv-u)+(w-u)=cv-u) +{w-u)=
- - =
= ¢(u - v) + (u- w).
?) Si R es el cuerpo de los reales, teniendo en cuenta que el con-
jugado de un numero real es el mismo, la definicién en C coincide con
la de R. En el caso de los complejos las conjugaciones son necesarias

para que las condiciones tengan consistencia. Si no hubiéramos puesto

las condiciones de conjugacién, tendriamos:
- —>
u-u

>0

- — -> -
iu-iu=—lu-u) >0

lo que es una contradiccion.
Con esta definicién general, que contiene a todas las demas, se pue-
den dar los resultados siguientes:

4.2. DEFINICION.

Se llama espacio euclideo a un espacio vectorial real o complejo
con un producto escalar definido en este espacio.

4.3. DEFINICION.

-
Sea un espacio euclideo E. Llamaremos norma del vector u a:

- - =
Hull=Vu-u
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4.4. DEFINICION.

-
Sea un espacio euclideo E. Diremos que el vector u es unitario si

4.5. DEFINICION.

Sea un espacio euclideo E. Se dice que dos vectores son ortogonales
si su producto escalar es cero.

4.6. DEFINICION.

Sea un espacio euclideo E. Una base de E se llama ortonormal si
sus vectores son unitarios y ortogonales dos a dos.

4.7. TEOREMA.

- =
Sea E un espacio cuclideo. V u, v € E y ¢ € C se tiene:

i) licull = lel 1| a II.

~

- -
i) flull>0 Vuso.
- = - - .
i) (u-v) <|lul] |l vl|l(Desigualdad de Schwarz).
- — - - .
vy {lu+vll <|lull + || vl (Desigualdad triangular).

D. i) llewll = (ot - cu)a = [66(u - @))% = el || @ |I.
ii) Trivial.

—>
iii) Esta propiedad es vélida si u = 0. Si Z¢ 0 definamos

- -
- - (v-u) -
w=0v— u
—
full®
- -
Calculamos w - u
—_ - e
e [—-» (U ll) —>]~—~> - - . -
w-u =]v— uju=v-u— [lull2=20
full® IHull?
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Luego E ;; =0
U ot [_, T
o<wlr=10— uj-lv— uy =
e ] ue ]
s (e (@B o - )
= (v-v)— =|lv|*—
Tk u e
Luego de 0 <lvllr—
X3k
se tiene ool < a1l

- e e e < - = - -

i) lZ+ollt=(@+0)-(@+0)=lall*+(@ o)+ 1 +
1

SO =121 + 2 Real (u-2) + 112 11° <
1) _ (?)
<lulr+20ull Noll+1olr=ull +

+ v

luego o + ol <Null + 1ol

4.8. TEOREMA

Todo espacio euclideo posee una base ortonormal.

- > —

D. Sea el espacio euclideo E y {u,, u,, ..., u,} una base de E.
En primer lugar, hallaremos una base constituida por vectores v,, v,,...,v,
ortogonales dos a dos.

Elegiremos > -
Uy = u,

—
U, lo obtendremos de la siguiente forma:

- — -

Uy = U, — lv,

_— - =
(1) = Porseru-v
“(2) Aplicando iii

- -
y v - u conjugados.
).

I
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- -
donde ¢ es un escalar condicionado por el hecho de que v, y v; deben ser
ortogonales. Por tanto

- o - - - =
Uy " Uy = U, - Uy — Uy - Uy

ICAE

Analogamente
- - - —>
Vg = Uz — SU; — Ty

: - —> —
donde s y r los obtenemos suponiendo que v,, v, y vy son ortogonales
dos a dos

- - -> -
Us 0y Ug * Vg
§ = ro=—
- - -
A © osll®
El proceso se prosigue con vy, .. ... , Un. Evidentemente
{4, gy o« ... , Un}.

es base de E. : . C o
Para que esta base, que es ya ortogonal por construccién, sea orto-

normal bastard con normalizar los vectores vy, vy, .. ... , Un. Es decir:
- - -
Uy Ua Un
, S e e ,
- - -
fTeall Hosll Wonll
CONCLUSION

A lo largo de este trabajo hemos pretendido llevar a cabo un pro-
ceso de sucesivas generalizaciones partiendo de una realidad mas o
menos intuitiva, pasando por sucesivos grados de abstraccién hasta
generalizaciones que, siendo abstractas y no representables geométri-
camente, tienen las mismas propiedades. (Basta ver, para ello, que la
definiciéon de producto escalar (a, b) - (a’, b’) = a - a’ + b - b’ tiene las
mismas propiedades que la dada para C —Definicion 4.1)).

Es decir, podemos aplicar a conjuntos distintos una medida con la
misma estructura y funcionamiento que la medida geométrica.
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FUNCION CUYA GRAFICA ES UNA
POLIGONAL DE VERTICES DADOS

por

VirTUDES GoMis GoMmis

Sea la sucesién de puntos: Pi(zi, yi), i € [1, n] c N, tales que
Vie[l,n—1], zi < Zit,-

Se consideraran las funciones definidas sucesivamente en los apar-
tados siguientes.

a) La funcién

y = yi + mi(z — z) (1]
representa una recta que pasa por Pi(z;, y;) y tiene de pendiente m; (fi-
gura 1). i

Y4 vi

Fig. 1 Fig. 2

Yi+1—Yi :
mp = ———— (11
» Tit+1— i . :
la recta [I] es la P;P;+, (Fig. 1).
b) La funcion

y=yi + mlz—x [111]
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tiene por grafica un angulo de vértice Pi(z;, y;), su lado derecho tiene de
pendiente m;, mientras que su lado izquierdo, —m; (Fig. 2).
¢) La semisuma de [I] y [III].

1
y=yi+—2—mi[($-wi)+lw—~-’vil]-~ [1V]

es una funcién que para

l R
T <x,valey = y; + —;mi [(x — xi)) — (z — x)] = yi

1
Ti <z, valey = y; + _Z-mi [(z-—zi) + (z—xi)] = yi + mi(z + =)

En el primer caso, la grafica es una semirrecta paralela a OX y de
extremo P; (Fig. 3).

La grafica del segundo caso es una semirrecta de extremo P; y de
pendiente m; (Fig. 3).

\7 . v

Fig. 3 ~ Fig.4

d) Aplicando [IV] al punto Q;+4(Zi+4, 0) y a la pendiente —m;,
resulta o

1
y=—mille - mie) + e — Tital] vl

para z < Zj+,, vale y = 0, su grafica es una semirrecta situada sobre OX
(figura 4). .-

Y para @i+, < %, y = —mi(T — &i+,), la grafica es una semirrecta
de extremos Q;+,(%i+,, 0) y de pendiente —m; (Fig. 4).

e) Sumando los segundos miembros de [IV] y [V] se obtiene la fun-
ciéon

1 1

y=ui+ - ™ (& —z) + |z — wil]'—~~2— m; [(& — Ti4,) +12 — Tita[f

1 o
Y=gt —mi G ot i — e —zi+il] VI
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! Se comprueba que [VI] es para

T < Zj, y =1y
Ti T < Titr, y = §i + mi(x — x;)
Titr <& Y =Yi + MiTit1— i) = Yi+s

La ultima transformacion se hace teniendo en cuenta [II].
La grafica estd representada en la figura 5.

Pies.

Fig. 5 Fig. 6

f) Aplicando las conclusiones anteriores se obtiene, como se in-
dica en la figura 6, donde SP,, P,T, P,U, R;V son paralelas a OX, Q,R,
es paralela a P,P;, m, y m, tienen el significado [II], se deduce:

Ecuacion de SP,P,T:

1
=40 +“2'—m1 [s — 21 + |2 — &y — & — Ta|]

Ecuaciéon de OQyR;V:
1
y = —2‘7"2 [T3 — 2y + | — ] — |7 — z4]]

" Sumando los segundos miembros de las dos funciones anteriores,
ljesulta la ecuaci6n de SP,P,P,U,

|
y =1y +—é—ml [ — 2, + |2 — )] — |z — T4|] +

1
+ —2‘ my [Ty — Ty + |T — Ty — |T — 4] [VII]

. - Evidentemente que para z, < = < z, la funcién tiene por grafica la
poligonal P,P,P,.
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g) El proceso utilizado en f) para deducir [VII] se aplica a los n
puntos P,, P,, ..., P, y resulta la funcién [VIII], que para = € [z,, Tn]
tiene por grafica la poligonal propuesta.

1
y=1u +"2"m1 [ — 21 + |2 — &) — |2 — z,]] +

1
+—2—-m,[w3——w,+|w~—w21——vlw—~z,|]+
1 . - o
+ —— Mp—y [Zn — Tp—y + |T — Tp—y| — |T — wn']ﬁwnlv]
2 s
A
0 ) X

Fig. 7

Ejemplo: Hallar la ecuaciéon de la poligonal de vértices: P,(2, 1),
P!(47 2)’ Pﬂ(51 ’_‘I)y P4(7’ 1) (Flg' 7)'

Solucién: Aplicando [II]:
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Aplicando [VIII]:

1 1
y=1 4+ — —[4—2 + |x—2 — |z —4]] +
2 2
1
+—2~(*—‘3) 5—4 4 |z —4| — |z —5|] +

1
+ ' 1[7—5 4+ |z —5 —lz—7]], zel2 7]
Y después de efectuar operaciones, resulta

1 7
y=1+—lg—2——lo—4| +
4 4

1
+2]z—5|—-—--;-!a:-——7], z € [2, 7]



