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APLICACIÓN DE LAS TRANSFORMACIONES 
CONFORMES AL CALCULO DE DISTRIBUCIONES 

ESTACIONARIAS DE TEMPERATURA 
EN SOLIDOS 

por 

JULIO LEON ALVAREZ 

(Continuación) 

DISTRIBUCIÓN D E TEMPERATURAS EN UNA PLACA SEMI-INFINITA. 

Consideremos una placa limitada por los planos 

2 2 

cuando los dos primeros se mantienen a la temperatura T^ y el último 
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a Tj, La función T{x, y) ha de estar acotada en todos los puntos de esta 
región, en particular cuando y -> oo. Esta condición es consecuencia na-r 
tural de que esta placa es el caso limite de otra de altura finita, cuyo 
contorno superior se mantiene a una temperatura fija cuando su altura 
aumenta. 

Las condiciones de contorno son: 

T ( - ^ , , ) . T ( ^ . y ) = T . 

para toda y, T(flc, 0) 

2 

Tj para 

2 
<: X < 

El ser acotada T{x, y) supone que T -> O cuando ^ -> oo. 
Por medio de una transformación conforme buscaremos una región 

plana en la que el problema sea lo suficientemente simple para que la 
función sea evidente. 

La transformación conforme z' = sen z = sen(ír -f iy) = sen o? • 
• cos(iy) -{- cos X • sen(iy) = sen x • ch y -^ i eos x ' sh y, o sea, la trans
formación del plazo z en el z' viene dada por 

X' sen X ' clí y 

eos X ' sh y 

que transforma la región 

7t TC 

— < X < — ,y > o 
2 2 

en el semiplano superior y' > 0. 

<^ À 

-l^^-'tOi 
Ti 

\ &. 
\ 
-X +i 

^ 
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' La base de la placa se ha transformado en el segmento comprendido 
entré z' = -—1 y z' = 1. Aplicando a este semiplano una nueva trans
formación conforme 

Ln 

o sea, 

z' — 1 Ti eí6i r\ 
= Ln = Ln — 

Z' -\- I Ta e¿02 Ta 

u — Ln 

/ ü = 01 

con lo que el recinto y' > O, es decir, r^, r^ > O, O < 0i,2 < ^? se trans
formará en la banda indefinida: —oo < u < - f o o , 0 < t > < T c . 

V 

TI 

u. 
I>" X A" 

La función armónica buscada tomará el valor TQ sobre la recta 
V == O y Ti sobre la recta y = 7t, estando acotada en esa banda. Así, 
encontramos, 

T i ~ T o 
T = V + To [7] 

función que es armónica en la banda antes definida. Esta dá lugar en el 
semiplano y' > O a la función en las yariables x% y' 

T i — T o 
arctg 

2 y ' 
+ To [8] 

Deshaciendo la transformación z' — sen z, la función [8] se escribirá: 

T i — T o 
arctg 

2 cofe x^hy 

sen^ X ch^ y -f cos^ x sh^ y — 1 j 
+ To -

Ti — T o . / 2 eos íc sh y \ 
arctg (̂^ ^—^\ + To = 

T i — T o 

/ 2 cos íc sh y \ 

\ sh^ y — cos^íc / 

•— a r c t g • 

sh^ y — cos^íc 

2 cosíc/sh y 

TC I • (eos a;/sh yY 
+ To 
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si se tiene presente que aquí 

tag 2 a = 

tomando 

tag X 

2 tg a 

1 — tg2 a 

cos X 

sh y 

se obtiene la función de distribución de temperaturas en la placa. 

T, -^T 
T = 2 

— To / cos X \ 
arc tag -f T^ 

TT \ sh 1/ / 
[9] 

Por ser sen z analítica, garantiza que [9] será armónica en la placa 
Además, \^{x, y)\ < Ti, satisfaciendo las condiciones de contorno. 

Las isotermas son las curvas 

eos x = ?>h y • tag 
T T C 

^T^~T, 

que pasan por los puntos 

(^T-) 
El flujo térmico lo calcularemos a partir del gradiente de tempe-

ratura. 

—-> -> ^T ~> ST 
grad T = i + / 

dx % 

—2 (Ti---To) 

7r(sh2 y 4- cos^ x) 
(sen X sh y i -f eos x ch y j 
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Particularizando obtendremos los flujos caloríficos para cada plano. 
Para el plazo XZ se tiene: 

^ 2 X (T, — To) 
Q ^ — X{grad T) ^ ^ -= 

^ n eos X 

^i flujo que entra por la base de la placa. El saliente por el plano 

X = 
2 

- ( ^ ^ ) 

2 X (T , • 

TT 7t Sh y 

2 

Con relativa frecuencia, distribuciones de temperatura para situa
ciones de material y condiciones iniciales diferentes dan lugar, por me
dio de adecuadas transformaciones conformes, a casos ya conocidos. 
A continuación veremos un ejemplo. El recinto viene determinado 
por las condiciones: x^ -f Í/* > 1, y > 0. Las condiciones de con
torno del problema son: T{x, 0) = T© para \x\ < 1; T{x, y) = Ti para 
^« -H y^ > I, ¿̂  7¿ 0. 

Por medio de la transformación conforme 

w = \z H 1 = « -f íy 
2 \ z I 

o sea, 

1 / X ^ 1 / y \ 

2 \ x^ + y^ I 2 \ a?2 _|_ ^2 / 

se pasa al recinto v > O del caso de una placa semi-inflnita, con análogas 
<;ondiciones de contorno. Por ello la función buscada será [8] : 

T i ~ T o / 2v \ 
T(M, V) = are tg + T» 

pasando a las cordenadas originales, 

4 - T J [ 1 0 ] [T(íc, y) ^ ^ — are tg 
4y{x^-hy^—l){x*-^y^) 

x{x^-^y*-hl)-^y{x»+y^~l)—4 
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DISTRIBUCIÓN D E TEMPERATURAS EN UN CUADRANTE CON UNO DE sus 
LADOS A I S L A D O S PARCIALMENTE. 

El problema queda esquematizado en la figura adjunta. 
El segmento aislado es el CB y las demás porciones del contorno son 

ilimitadas y mantenidas a las temperaturas señaladas. La ecuación de 

C 77777T777y77rr^ 

Laplace debe ser resuelta de acuerdo a las condiciones de contorno si
guientes: 

8T 
= O 

dy /i/ = 0 

en el intervalo O < a? < 1, correspondiente al segmento aislado. Tam
bién las otras partes del contorno dan origen a las condiciones; T(ÍC, 0) = 
= Ti para todos los valores de a? > 1 y T(0, y) = T© para y > O, de
biendo estar T(ÍC, y¡) acotada para todos los valores positivos de ¿n e y. 

La transformación z = sen vo, aplica el cuadrante x > O, y > O en 
la banda semi-infinita 

O < « < — , y > O 
2 • 

puesto que z = sen w es equivalente a: 

X ==: sen u ' ch V i 

y = eos « • sh Í; ' 
[11] 
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Las condiciones de condiciones de contorno expresadas en el plano u, u 
S0ÍI : .T(M, V) = TQ sobre la recta u = 0,T{u,u) = Ti en la recta 

M = — y ( 
2 \ du lu^O 

O 

en el segmento homólogo C'B'. La función de distribución, además, 
deberá estar acotada en la banda considerada. 

i 

To T, 

B u. 
y/////^^^/i/>^/^///^/ y 

T{«, ü) = ( T i —T„) 
2u 

TC 

+ To = Re 
. 

[• 2 ^ • • • 1 
— (Ti — T „ ) w! 

7Ï̂  

T« C12J 

Apliquemos de modo inverso el cambio de variables [11] para obte
ner la función de distribución en las cordenadas x, y* Para ello, de [11] 
se obtiene: 

r 
sen 2 u eos* u 

I 

y despejando, 

sen u ~ V{x + 1)2 + y^ — V{x — 1)2 -f 1/3 

sustituyendo en [12], la función buscada será: 

2(Ti—To) 1 r^, • . — 'I •• 
r{x, y) ^ are s e n — VK4-l)«4..y«--V(.T-^i)*4.yM4_T, [13] 
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Otro caso particular, que se reduce al estudiado, es el siguiente: La 
distribución de temperaturas en una cuña aislada en parte de su perí
metro. La situación se refleja en la figura adjunta. El recinto es el de

terminado por X > O, y < X. Las condiciones de contorno para t[x, y) son: 
T{x, X) = To para x > O, T{x, 0) = T^ para x > I j 

dT 

ey ly = 0 
O 

para x < 1. Por medio de la función w = z^ = x^ — y^ + i2xy, el re
cinto dado se transforma en el semiplano u > O, y condiciones de con-

T 

IA' 

B C 
u. 
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torno análogas a las del cuadrante con parte de su perímetro aislado. 
En este caso la función T{ii, v) buscada será la [13], es decir, 

2(T,—To) 1 
T(¿i, v) = are sen — 

TT 2 

y/iu + 1)* + v^—Mlu —1)« + y* -f-T« 

Deshaciendo el cambio de variable se obtiene: 

2(T -T ) 
T(x, y) = ^- ~- are sen —I y{x^-—y^ + ly + 4 x^ y^ — > 

V(x^ — y^^iyj^A x^ y^ + T„ 

[14] 

DISTRIBUCIÓN DE TEMPERATURAS EN UNA BARRA CURVADA DE BORDES 

AISLADOS. 

La situación queda reflejada en la figura. La sección de la barra 
forma una corona circular de perímetros aislados y extremos sometidos 
a diferentes temperaturas. La simetría del problema aconseja la utili
zación de la ecuación de Laplace en forma polar [6]: 

? 

Las condiciones de contorno, para el recinto determinando por 
1 < r < R , 0 < 6 < T c , son: 

/ aT \ / ^T \ 
T(r, 0) = To; T(r, TC) - T,; = - O 

\ dr /r = l \ Br / r - R 
Por medio de la función w = ln{z) = ln(r) -f i6 = a -f iv, el recinto 

señalado se transforma en el rectángulo: O < ii < /n R, O < v < 7t. En 
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donde la distribución T(u, v) está sujeta a las condiciones: T(ÍI , D) = T^ 
T(w, ^) = Ti y 

aT \ / aT 
o 

( ^ ) du u==^0 du lu^ln R 

Y 

"i 
J 
7 
/ / / / / 

-íí^ 
/ 
/ / / 
y 

k 

1 
E 

1 

• r 

T/ 

/ 
Y 
<, 
/ / / ̂ / 

f 

/ r ^ 
/ i 
6̂ u 

A' T^ .̂ nR. 

T(7i, lí) será la función 

(T, — To) + To 

que, escrita en las cordenadas originales, es 

[15] 

acotada para O < 6 < TT. En cordenadas cartesianas, 

[16] 

Gomo caso particular, podemos considerar el de una barra como la 
anteriormente estudiada, en la cual sólo uno de sus bordes está aislado 
y sus extremos mantenidos a la misma temperatura. 

En cordenadas polares, el recinto viene determinado por i < r < ««; 
O < 6 < iT. Las condiciones de contorno serán: (T,r 0) = To, T(í, TT) = To, 

\ dr Ir 
:0. 

aT 

dr jr^e^ 
proporcional a sen 6. 
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Por medio de la transformación w = ln{z), pasamos al recinto rec
tangular señalado para el caso anterior, con la única variación de que 
el lado B ' C D ' no está aislado. Las condiciones de contorno quedan en 
las nuevas cordenadas: T(u, 0) = TQ, T(W, -K) = TQ, 

\ du Ju = Q \ du lu = oL 

proporcional a sen u. En estas condiciones la función de distribución bus
cada es: 

T(u, V) 
e^cL — 1 

(gu 4_ Q—u.) sen ü + To 

T(r, 0) 
gaa 

ga _ e—a 

esa 

e* •— er-^ 

sen 0 4- To 

1 
1 -f 

íc« -}- y^ 
+ T, 

en cordenadas polares^ 
[17] 

en cartesianas [18] 

P L A C A I N D E F I N I D A CON D O S L A D O S A T E M P E R A T U R A C O N S T A N T E . 

El recinto es el primer cuadrante del plano complejo, y las condi
ciones de contorno, 

/ a t \ / aT \ 
T{x, 0) - T„ T(0, y) W T„ U — - O, = O 

\ dX fX^co \ dy / y = 00 



La función 

ln(z) 

29 — 

2 26 
ln{r) 4- i — 

n n 
u -h iv 

que es conforme, lo transforma en el recinto del plano w constituido por 
una banda infinita de anchura unidad. 

V 

-Ti 

T 
La función que se busca, T(Ü, Ü), deberá satisfacer las condiciones 

de contorno: 
/ aX \ / ^T \ 

T(«, 0) = To, T{u, 1) = T i ; ^ O, 
\ aa lv=oo \ du lv = 

Y ser acotada en el recinto. Esa función es: 

T(w, V) = (Ti —- To) i; -f To = y = Im{w;) 

deshaciendo el cambio de variables 

[19] 

Las temperaturas de las zonas situadas a distancia suficientemente 
grande de los bordes serán: T(ÍC, OO) = T I , T{OO, y) = T©. Las isotermas 
T{x, y) = cte, son las rectas del haz de vértice en el origen : 

y = t ag 
TT • cte 

2(T, — T , ) 

El flujo de calor, según los bordes de la placa no aislados, 

— > dT -^ aT -> 
grad T i rl- / = 

dX ^y 

2(T, — T Q ) 

n(x^ + 1/2) 
{xd.— yf) 
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y según los planos cordenados: 

2(T, — To)/¿ 
para Y = O 

TZX 

2(T, — T,)k 
para X = 0. 

T^y 

C U Ñ A CILÍNDRIGA P A R C I A L M E N T E AISLADA 

En la figura se representa una sección de la cuña, que tiene longitud 
indefinida, los lados planos a temperatura constante y la superficie 
curva térmicamente aislada. 

o X 

El recinto viene dado por: O < r < TQ, O < 8 < 0o- Lsis condiciones 
de contorno para la función T(r, 6) son: T(r, 0) = TQ, T(r, 0o) ==̂  T^; 

O 

Por medio de la función 
1 1 0 

ID = — in{z) = — ln{z) ~\- i — = u + íy 
00 00 0© 

el recinto dado se transforma la banda semi-infinita 

00 < ü < — ln{ro) == Ro, O < y < 1 
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representado en la figura siguiente: 

Para la nueva función las condiciones de contorno son: 

ax 
T(ii, 0) = To, T(ii, 1) - T, (u < Ro); 1 1 == 0 

du / U = : R . 

Estas son satisfechas por T(u, v) = (T^ — To) y -|- To, que en el piano z es: 

[20] 

En lo que sigue se analizan algunos problemas que, mediante una 
transformación conforme adecuada, se convierten en un caso particular 
del que acabamos de estudiar. 

a) Cuña indefinida de contornos planos a temperaturas constantes. 

El recinto viene determinado por: x > O, y < x, y las condiciones 
de contorno; T(ÍC, X) == T^ para a; > O, T{x, 0) = T^ para a; > 0. 

Mediante la función u; == z« = a?» — i/« -f i2xy = u -f iy, el recinto 
se transforma en el primer cuadrante del plano w. Situación totalmente 
análoga a la estudiada, referente a una placa indefinida con dos lados a 
temperaturas fijas. La función de distribución [19] es: 

T(« , V) 
.2(T, — To) . u 

are tag ^— + To 
u 
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que en cordenadas cartesianas se escribirá: 

2(Ti — To) 2xy 
T{x, y) = arc tag + To [^1] 

b) Semicírculo con hordes a temperaturas constantes. 

El recinto está determinado por: r < 1 , 0 < 6 <7c, en cordenadas 
polares. Las condiciones de contorno del problema son: T(lj 6) = T^, 
T(r, 0) = T(r, TT) = To- Mediante la función 

1 + ^ 
3 . w 
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El recinto se transforma en el primer cuadrante del plano w. Aplicando 
los resultados de la página 26, la distribución buscada será [19], que, 
en cordenadas polares, será: 

T(r, 0) 
2(Ti — To) 2r sen 6 

are tag h TQ 
1 — r^ 

[22] 

acotada para O < 0 < n. 

c) Disco completo. 

El recinto es el círculo de radio unidad, r < 1, O < 0 < 2TC. Y las 
condiciones de contorno son: T(l , 0) = TQ, para O < 0 < n, T(l , 0) = Ti 
para TT < 0 < 2-11. La función 

i(l—z) 2r sen 0 1 
= « 4- iy 

l -{- z 1 + r2 + 2r eos 0 1 + r^ + 2r eos 0 . 

transforma el círculo en el semiplano superior del plano w, que en po

lares se expresa p < O, O < <5 < n. Otra nueva transformación, la de 
terminada por la función 

CO = iüV2 == pi/2 ei(!>l^ = u ' + iv' = pV2 eos h /pV^ sen — 
2 2 

que, en definitiva, nos lleva al cuadrante del plano co; 

R > O, O < ^ < 



— 34 

La distribución T{u% v') vendría dada por [19]. Por medio de las rela
ciones 

í> 1 
u ' = R eos ^ = pV2 eos — = {u^ + v^)y^ eos 

2 

1 
(l¿2 _|_ jj2\l/i e o s are tg 

2 

1 — r2 

are tg 
u J 

2r sen 6 

y de forma análoga para v' se obtiene la función de distribución en el 
disco: 

Ti — To l—r' 
T(r, 6) = are tag • 

2r sen 0 
To [̂ 31 

d) Pared plana sin aislar. 

La diferencia con el caso estudiado anteriormente es que la pared 
o banda semi-infinita no tiene su base aislada, sino a temperatura fija. 
El recinto responde a las condiciones, 

O < X < — , y > O 
2 

y a las de contorno: T(0, y) = Ti, T(7r/2, y) = To, T(ÍC, 0) = To. Por 
medio de la función w = sen(z) = sen{x) ch{y) -f / cos(ír) sh{y) = iz + iv, 
transformamos el recinto dado en el primer cuadrante del plano w,. 

Ti 

/fü 

1 c j 

r ^ 

\^ 

B 

To "A X 
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cuya función de distribución es la [19]; teniendo presente que u = 
= sen(íc) ch(y), u = cos(¿c) sh(y) se obtiene finalmente: 

[24] 

que cumple las condiciones de contorno y además O < T{Xj ^) < 1^ 
Los flujos caloríficos según los planos cordenados son: 
Puesto que, 

grad T = 

para 

para 

2(Ti — To) th y(l 4- ig'x) 
i + 

igx 

X = 0 Q = 

y = 0 Q = 

ig^x + th^í/ ch^y ig^x + th' 

2/c(T, —To) 

-71 
'y i 

n ihy 

n igx 

DISTRIBUCIÓN EN UN SÓLIDO SEMI-INFINITO CON PARTE DE su CONTORNO 

AISLADA. 

El recinto es el semiplano positivo del plano z, y las condiciones de 
contorno son: T{x, y) = TQ, para x < —1 y T{x, y) = Ti para x > 1. 
Jun to con la condición de aislamiento en 

-1 < X < I, 

t>' 

dT 
O 

dy ly=0 

1, 

B 

X, - i 
f//ff/i?¿y //////J// 

i T. 
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La transformación 
TT W 

z = sen = X + iy 

0 lo que es igual, 

nu Tz V Tz u nu 
X = sen ch , y = cos sh 

2 2 2 2 

aplica el recinto dado en la banda semi-infinita: —̂ 1 < u < 1, Ü > 0. 

\ 

T. 

, ^ ' 

B 
hrrmTTimTT 

V 

1 

r 
TTWni^llfiP) 

4 

\ 

D' 

a 
-1 

La función T(w, v) deberá satisfacer las nuevas condiciones de contorno: 
para y > O, T(—1, v) = To, T(l, v) = T^ y 

\ du )i 
= O 

du Ju=0 

para —1 < u < 1; estar acotada en la banda. La función buscada será: 

u + 1 
T{u, u) = (Ti — To) + To 

teniendo presente que: 

= 1 
n U 
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o sea, 
TT U 1 

^(x + 1)^ -i- y^ — V(x — 1)2 + y* 
2 2 

por lo que la función de distribución buscada será: 

Ti + To Ti —To 
T(£C, y) = 1 are sen \\/(x + 1)̂  + y 

2 L 
~\/{x—l)^ + y^ [25] 

Este problema permite resolver otros que, mediante la transforma
ción adecuada, se reducen al mismo. Veamos a continuación algunos 
ejemplos. 

a) Cuadrante con dos bandas aisladas de igual anchura. 

El recinto es el primer cuadrante del plano z, con dos zonas aisla
das térmicamente de anchura unidad. Las condiciones de contorno a 

que debe satisfacer la función de distribución son: T{x, 0) = Ti para 
X > I, T(0, y) = To para i/ > 1, además 

/ aT \ / ^T \ 
= O p a r a í / < l ; = 0 

\ dx /¿c=0 \ dy ly=0 
para x < I, 

La función conforme w = z^ = r^ e^^Q = p d^ == ¿c' + iy', trans
forma el recinto anterior en el p > O, O < 0 < xr, que corresponde al 
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€aso anterior. T{x% y') vendra dada por [25], que escrita en polares 
(aj' = r» cos 28, y' = r^ sen 28) 

Ti + To Ti —To 1 
T(r, 8) = 1 arc sen — 

2 TT 2 

Vr^ -h 2 r̂  cos 28 + 1 — 

~\/r^ — 2r^ cos 28 + 1 

que en cordenadas cartesianas es, 

V(a;2 

Ti + To Ti —To 1 

2 TT 2 

— Í/2 -j- 1)2 -f- 4 a;2 Í/2 „ y(¿p2 ___ ^̂ 2 „ 1)2 _|. 4 a;2 y2 

[26] 

b) P/aca infinita con dos mitades ansiadas. 

La figura representa una sección renta de la placa infinita, que co
rresponde a la banda O < i/ < TT. Las condiciones de contorno en ella 
son: para x > O, T(x, 0) = Ti y T{x, n) = To; 

dT 

dy ly^O 
= O para x < O, 

ê \ % ^h 

a 

; 

\ 
F X 
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La transformación conforme w = e^ = e^ ew = p ei# convierte el 
problema en el anteriormente considerado, cuya función de distribu
ción es la [25]. Teniendo presente que en la función T(u, v) obtenida 
debe realizarse el cambio: u = p eos 0=6^ eos y; u = p sen 0 == ê ; sen y', 
obteniéndose definitivamente, 

Ti + To T , - ~ T o 1 
T{Xy y) = H :—. arc sen 

2 TT ' 2 

[Vi?2a;(l + 2 cos g) + 1 — VeJx { 1 — 2 cos z/) + 1 J 

[27] 

c) Cuña con dos bandas aisladas. 

Supongamos que el ángulo de la cuña es ^/4, y las demás condiciones, 
las señaladas en la figura. Mediante la función w = z^ = r^ ê '̂ O = p ei(Ù, 
se reduce al caso a), cuya función de distribución es [26]. Pasando a 
cordenadas cartesianas por medio de las relaciones: u = p eos 0 = 

== r̂  eos 28 == a;2 — y^, v = p sen 0 = r̂  sen 26 = 2xy, queda la función 
de distribución 

Ti + To T i — To I 
T(x, y) = H arc sen — 

2 TT 2 

[V(¿c* -{- y^ — 6 x^ y^ + 1)^ + 16 (x^ y — xy^)^ — 
[28] 
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