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INTRODUCCION

Consideramos los espacios H(r) y H[r], r < R
H(r) = {a € CN/3 |an| - e < 0,V 1" > r)
Hir] = {beCNAr >r,3n,eN/ba| < e ¥n >ne}

siendo (A,) una sucesion de nuimeros reales, estrictamente creciente y no
acotada. Suponemos %, > 0.

En este trabajo estudiamos el limite inductivo de los espacios H(r),
r < Ry el limite proyectivo de los espacios H[r], r < R, generalizando
los resultados encontrados en un trabajo anterior («Series de Dirichlet
consideradas como espacios de sucesiones», Collectanea Mathematica,
Barcelona, 1977).

LIMITE INDUCTIVO DE LOS ESPACIOS H(r),r < R
Y LIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS H[r], r < R

Sea R un numero real. Consideremos los espacios H(r) tal que r < R.
Sabemos que el limite inductivo de los espacios H(r), r < R es igual a
U H(r)
r <R

Proposicion 1.

UH(r) = H—R] ,sie=™%cl1, Ve >0
r < R

Demostracion:

a) U H(r) = H{-—R]
r <R

An?’

aeVUH(r) = ZXlag|: e <o ,¥r >r.r, <R
r <R
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Seaplry < p < R.
Entonces
lan] < MeMP v neN = ae H[—R]

b) H[—R] c U H(r)
r <R

aeH[—R] =

Anl’

lan| < e— ,Vn >ny,” >—R

Sea x tal que R > =z > — r’, entonces

a e Hl—z] => aeUH(r)
r <R

LiMITE PROYECTIVO DE LOS EspAcios H[r], r < R

Considerando los espacios H[r], r < R y las aplicaciones canénicas
inclusion Iry ry ¢ H{r,] — H[r,], r; < r,, tenemos que el limite proyec-
tivo de los espacios H[r], r < R es igual a

nH{r)

r <

Proposicion 2

N H[r] = H(—R),sie=™®c1,Ve>0
<R

LiMITE PROYECTIVO TOPOLOGICO DE LOs Espacios H{r}, r < R

Sea =M% ¢ 11,V e > 0.

Tomemos los espacios H{r], r < R con la topologia normal.

La topologia del limite proyectivo de los espacios H[r] tiene una base
de entornos del origen dada por las intersecciones finitas de conjuntos
de la forma Mr N H(—R), donde M, es un entorno absolutamente con-
vexo del origen en H[r], siempre que las aplicaciones Ir, r, : H[r,] ——
—— H[r,] , ry < r, sean continuas.

Proposicion 3

I.as aplicaciones Ir,r, : H[r,] — H[r,] , 1y < r, son continuas.

Proposicion 4

H(—R) con’la topologia normal es el limite proyectlvo topolégu,o
de los espacios H[r] con la topologia normal.
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Demostracion:

a)

b)

La topologia normal de H(—R) es mas fina que la topologia del li-
mite proyectivo.

H(—R) C H[r] , Vv r < R, con lo que la topologia normal de H[r],
r < R induce en H(—R) una topologia A menos fina que Agy(—g).
Sea (M, N H—R))N (M, N H(—R) )N ....... N (Mr, 0 H—R) )
un entorno del origen en la topologia del limite proyectivo.

M, N H(—R) es un cntorno del origen en la topologia inducida en
H(—R) por la topologia de H[r,] <> es un entorno del origen en
la topologia normal de H(—R).

Analogamente, Mr, N H(—R) ... .... M;r, N H(—R).

La topologia del limite proyectivo es mas fina que la normal de
H(—R).

Sea U = {a € H—R)/X |un| lan| < e,u >0, ueH[—R]}

ue H—R] = 3r < Rfu e H(r).

Tomemos U’ = {a € H[r']/Z |uy| jan|< e,u > 0,ueH()}, U =
= U’ N H(—R) = U es un entorno del origen en la topologia
del limite proyectivo.

LIMITE INDUCTIVO TOPOLOGICO DE LOS Espacios H(r), r < R

Sea e—™M% ¢ 11, ¥ ¢ > 0.
Consideremos los espacios H(r). r < R con la topologia normal.

Proposicién 5

H[—R] con la topologia normal es el limite inductivo topolégico

de los espacios H(r) con la topologia normal.

Demostracion:

Si E(1) = lim AaB(FB (IB) ) es un limite proyectivo topologico en
<

forma reducida la topologia 0g" del dual es igual a la topologia del li-
mite inductivo topolégico lim A’“B(F’a (Bery) ).
—

Veamos, pues, que

(H(—R), Ay—w) = lim Ir, r, (H[r], AH[r])

es un limite proyectivo en forma reducida.

En efecto:

H[r] € H(—R)

Anl

z e H[r] = |zn] < e— , > T,n > n,

Sea V = {d € H[r]/S |un an] < €, u € H(r)}.
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(o]
Como X |up xp| < o, tenemos X |u, zn| < e,n > N.
N

Consideremos la sucesion:
O0,n < N,N = n,
an =

—2Zp ,n >N, N = n,

Entoncés, t+aex+V y x+ aeH-—R).

Proposicion 6

El limite inductivo topologico de los espacios H(r) no es estricto.

Demostracion

Para que el limite inductivo topoldgico fuese estricto, haria falta

que la topologia normal de H(r,) indujera en H(r,) la topologia normak
de H(r,).

Esta condicion no se cumple.
Sea U(p, €) = {a e H(ry) fe=™"P |an| < e, <p <1y}

’
Sea U(p’, &) = {a € H(ry)[e=P" |ap| < ¢, p’ > r,}.
Consideremos las siguientes sucesiones

P
n e e)\nrl nsk
xx e U(p’, &),k =0,1,2...
Ahora bien, zx ¢ U(p, ), pues 3 ¢’/
g'le < e—n(P"—P) ,neN

NoTta.—La condicion =M€ ¢ 11 , V ¢ > 0 es equivalente a la condiciéon
Vi,aj/e“)‘"(ri—"rf)ell,Vr <RyVritalquer,>r,>r;...-—
— Py

Proposicion 7

Sea r < R. Supongamos que 3 i/V j, tengamos e— " ~7i) ¢ 11,
Entonces, U H(r) C H[—R].
r < Rs#

Demostracion

La condicién impuesta implica que 3 ¢ > 0¥ ¢'/0 < ¢’ < ¢, tene-

mos £ e=M% — o, '
Evidentemente, U H(r) C H[— R].
. r<R



=> X |an| - e—
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Ahora bien, U H(r) = H[— R].
r <R .

En efecto:

Sea an = e—(—R +¢)

a € H[—R], pero a ¢ U H(r), r < R.
Supongamos que a € U H(r), r < R = 3r < Rja € H(r) =

/7
L

Tomemos r'jr < r’ < R/|r' — R| < =.

7’
Entonces, = e—-)‘"(r +e R) = o0, encontrandose una contradic-

cion,

Proposicion 8

U H(r) # H[z] , z % R
r <R

Demeostracion

a)

Sea x < —R.

U H(r) = H[z] => H[—R] = H[r], lo cual no es posible.
r<R

Sea z > —R.

Sea p tal que —x < p < R.
Como An — o existe una subsucesion, tal que An; > 7, i=1,2...
Consideremos la sucesion

0,n ¢{ni}
an =
" e*niP , ne{ni}

ap ¢ Hz], pero a, € U H(r), r < R.
En efecto: @ € H(p), pues

, )
5 e-—)‘""(r —p) < Z eilr'—p) <o ,¥r >p.
i=1

Proposicién 9

Nora.—Si dado r < R, 3 i/V j tengamos e—

U H(r) ¢ H(z) , V2 € R.
r<R

M(ri==1i) 4 11, tenemos
que el limite inductivo de los espacios-H(r), »r < R no es un espacio
H[z] ni un espacio H(z) cualquiera que sea = € R.
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Proposicion 10

Nora—Si dado r < R, 3 i/ Vj tengamos e—
que el limite proyectWo de los espacios H[r], » < R no es un espa—‘

Sea r < R. Supongamos que 3 i/V j, tengamos e*)‘"(riHrf) ¢ 1%

NH[rl# Hx),Vvze R, NH[r]# Hlz] .V e R
r <R r <R

An(ri—rj) ¢ 11, tenemos

~cio. H(z) ni un espacio H[z] cualquiera que sea z-e R.

o
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