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SOBRE EL LIMITE INDUCTIVO DE LOS ESPACIOS 
H(r), r < R Y EL LIMITE PROYECTIVO DE LOS 

ESPACIOS H[r], t < R 

por 

J. PRADA BLANCO 

INTRODUCCIÓN 

Consideramos los espacios H(r) y H[r] , r < R 

H(r) = {a € CN/,S |a„| • e-^^^' < oo , V r ' > r} 

H[r] = {b e GN/3 r' > r , 3 n^ e Nl\bn\ < e-^"^'' , V n > no) 

siendo (X )̂ una sucesión de números reales, estrictamente creciente y no 
acotada. Suponemos X» > 0. 

En este trabajo estudiamos el límite inductivo de los espacios H(r), 
r < R y el límite proyectivo de los espacios H[r], r < R, generalizando 
los resultados encontrados en un trabajo anterior («Series de Dirichlet 
consideradas como espacios de sucesiones», Collectanea Mathematica, 
Barcelona, 1977). 

LIMITE INDUCTIVO DE LOS ESPACIOS H(r), ; < R 
Y LIMITE PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS H[r] , r < R 

Sea R un número real. Consideremos los espacios H(r) tal que r < R. 
Sabemos que el límite inductivo de los espacios H(r), r < R es igual a 

UH(r) 
r < R 

Proposición 1. 

U H(r) = H[—R] , si e-^"^ G P , V E > O 
r < R 

Demostración : 

a) U H(r) = H[---R] 
r < R 

a e U H(r) => Z |a„| • Í ? - ^ " ^ ' < OO , V r ' > r^. TJ < R 
r < R 
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Sea p / r i < p < R. 
Entonces 

\an\ < M e^"^ , V n € N ^ a e H[—R] 

b) H[—R] C U H(r) 
r < R 

a G H[—R] => 

\an\ < e-^"^^' ,>fn > rio , r' > ~ R 

Sea X tal que R > x > — r% entonces 

a e n[~x] z> a eU H(r) 
r < R 

L Í M I T E PROYECTIVO DE LOS ESPACIOS H[r], r < R 

Considerando los espacios H[r] , r < R y las aplicaciones canónicas 
inclusión Inr^ • ^[ ra] ^ H[ri] , r^ < Tg, tenemos que el límite proyec
tivo de los espacios H[r] , r < R es igual a 

n H [ r ] 
r < R 

Proposición 2 

n H[r] == H(—R), si e-^"^ e P , V e > O 
r < R 

L Í M I T E PROYECTIVO TOPOLÓGICO DE LOS ESPACIOS H { r ] , f < R 

Sea e--^"^ e H , V e > 0. 
Tomemos los espacios H[r ] , r < R con la topología normal. 
La topología del límite proyectivo de los espacios H[r] tiene una base 

de entornos del origen dada por las intersecciones finitas de conjuntos 
de la forma Mr n H{̂ —^R), donde Mr es un entorno absolutamente con
vexo del origen en H[r ] , siempre que las aplicaciones In rz • H[r2] >• 
~ > H[ri] j Vi < Tg sean continuas. 

Proposición 3 

Las aplicaciones Inrz ' H[ra] > H[ri] , r^ < r^ son continuas. 

Proposición 4 

H(—R) con la topología normal es el límite proyectivo topológico 
de los espacios H[r] con la topología normal. 
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Demostración: 

a) La topología normal de H(—R) es más fina que la topología del lí
mite proyectivo. 
H(—R) C H[r] , V r < R, con lo que la topología normal de H[r ] , 
r < R induce en H(—R) una topología A menos fina que AH(—R). 
Sea {Mri n H{-~R) ) fl {Mr^ n H(—R) ) n n {Mm n H(—R) ) 

un entorno del origen en la topología del límite proyectivo. 
Mri n H(—-R) es un entorno del origen en la topología inducida en 
H(—R) por la topología de H[ri] t=> es un entorno del origen en 
la topología normal de H(—-R). 
Análogamente, Mr2 H H{-~R) Mpr, n H{—R). 

b) La topología del límite proyectivo es más fina que la normal de 
H(—R). 
Sea U = {a G H ( - ^ R ) / I : \un\ M < z , u > O ,u G H [ — R ] } 

u 6 H[—R] = > 3 K < R/u G H(r'). 
Tomemos U' = {a e H[r ' ] /E \un\ M < e , u > O , u E H{r')}, U = 
= U' n H(—^R) r > U es un entorno del origen en la topología 
del límite proyectivo. 

L Í M I T E INDUCTIVO TOPOLÓGIGO DE LOS ESPACIOS H ( r ) , T < R 

Sea e-^"^ e 1^ , V e > 0. 
Consideremos los espacios H(r). r < R con la topología normal. 

Proposición 5 

H[—R] con la topología normal es el límite inductivo topológico 
de los espacios H(r) con la topología normal. 

Demostración: 

Si E(l) = lim AQJQ(FQ (ID) ) es un límite proyectivo topológico en 

forma reducida la topología 6E' del dual es igual a la topología del lí~ 
mite inductivo topológico lim A'^n{F'^ (^^'a) )• 

Veamos, pues, que 

( H ( ~ R ) , AH^-R)) = lim Inr, (H[r] , AH[r]) 
-<-

es un límite proyectivo en forma reducida. 

En efecto: 

H[r] C H(—R) 

X e H[r] =*> \xn\ < e— "'̂  , r' > r , n > n^ 

Sea V = {cí e H[ r ] /S \un Onl < e , u e H(r)}. 
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00 
Gomo L \un Xn\ < 00, tenemos S |ÍZ„ ¿C„| < S , n > N . 

N 

Consideremos la sucesión: 

iO,n < N , N > riQ 
an = \ 

( —Xn , n > N , N > «0 

Entonces, ¿t + ae -T + V y ¿ r - j - a e H(̂ —^R). 

Proposición 6 

El límite inductivo topológico de los espacios H(r) no es estricto. 

Demostración 

Para que el límite inductivo topológico fuese estricto, haría falta 
que la topología normal de Hir^) indujera en H(ri) la topología normal 
de H(n). 

Esta condición no se cumple. 

Sea U(p, £) = {a G Hin)le-'^''P |a„| < e , r^ < p < r^}. 

Sea V{p% e') = {a e Htr^j/e-^"^ ' |ani < e', p ' > r j . 
Consideremos las siguientes sucesiones 

¿CK e U{p', e'). /c = O, 1, 2 . . . 

Ahora bien, x^ ^ U(p, s), pues ^ s'/ 

NOTA.—La condición e— " ^ G l i , V £ > O e s equivalente a la condición 

V i , 3 //e--^"^^'* ~ ^/' e 1 S V r < R y V TI, tal que r^ > r , > Tg . . . --> 
— • r. 

Proposición 7 

Sea r < R. Supongamos que 3 i/V /, tengamos er-^^^^ ^^' ^ P . 
Entonces, U H(r) C H[—R] . 

r < R ^ 

Demostración 

La condición impuesta implica que 3 c > 0/V e'/O < s' < e, tene

mos 2 e~^"^' = 00. 
Evidentemente, U H(r) C H[— R] . 

r < R 
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Ahora bien, U H(r) ^ H[ -~ R] . 
r < R 

En efecto: 

Sea an = 6 ~ ^ " ( - ^ + ^ ) . 
a e H [ — R ] , pero a ^ U H{r), r < R. 
Supongamos que a e U H(r), r < R :=> 3 r < R/a e H{r) => 

=:> S |an| • e-^"^' < 00 , V r ' > r. 
Tomemos r ' / r < r ' < R/jr' — R| < e. 

Entonces, S g— "^^ ' ^ ' ^ = oo, encontrándose una contradic
ción. 

Proposición 8 

U H(r) 9^ n[x] , x ^ R 
r < R 

Demostración 

a) Sea sc < —R. 

U H(r) = H[ir] ^i> H [ ~ R ] = H[r] , lo cual no es posible. 
r < R 

6) Sea X > —R. 

Sea p tal que —x < p < R. 
Gomo Xn -> 00 existe una subsucesión, tal que Xn/ > /, Í ~ 1 , 2 . . 
Consideremos la sucesión 

Í0,n^{ni} 

i e^^'^P , n e {m} 

ün ^ H[aí], pero a^ e U H(r), r < R. 
En efecto: a e H{p), pues 

S e - W ^ ' — P ) < s e-^{/"~P) < 00 , V r ' > p . 
¿ = l 

Proposición 9 

U H(r) # H(ír) , V a? e R. 
r < R 

NOTA.—Si dado r < R, 3 i/V / tengamos e— '̂ ^̂ ^ ''^' §̂  l ^ tenemos 
que el limite inductivo de los espacios H(r), r < R no es un espacio 
H [a;] ni un espacio lí(x) cualquiera que sea x e I\. 
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Proposición 10 

Sea r < R. Supongamos que 3 i/V /, tengamos g— "\ ^ ^^ i l'^. 

n H[r] 7^ H(£C) , V .X- e R , n H[r] ^^ HTÍC] . V X" e R 
r < R r < R 

NOTA.—Si dado r < R , 3 // V; tengamos e—"^''^ ''^^ ̂  1 \ tenemos 
que el límite proyectiVo de los espacios H [r], r < R no es un espar
ció H(aj) ni un espacio H[ÍC] cualquiera que sea X--G R . 
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