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INTRODUCCION

Basado en el trabajo de O. Ore (6), D. Tamari (7) definié una clasi-
ficacion de semigrupos, con un concepto generalizado de grado, para
ofrecer una condicion suficiente para la inmersién de un anillo de semi-
grupo en un cuerpo de cocientes. Explicitamente, la clasificacién de
Tamari consiste en definir clases cada vez mas restringidas de semi-
grupos del modo siguiente:

Un semigrupo S es de clase TN (o semigrupo TN) si para cada « <
< S(ax < S &> a C8,afinito), con |a| = n existe y < S, tal que |ay| <
< 2|yl ,

No es dificil ver que si un semigrupo es un semigrupo TN, también
es un semigrupo TM para todo M < N. Sin embargo (1), la asercion in-
versa, o sea, la referente a la inductividad de la propiedad TN, no ha
sido aun decidida. Mas detalles, sobre esta teoria de semigrupos TN,
pueden ser hallados en las referencias (1) a (5).

En un articulo previo (3), los semigrupos T3 fueron caracterizados;
esta caracterizaciéon fue bdsica para la construcciéon de una clase de
semigrupos T2 y no T3 (4). En el presente articulo caracterizaremos los
semigrupos T4, con lo cual pretendemos futuramente, o construir clases
de semigrupos T3 y no T4, o demostrar que todo semigrupo T3 es tam-
bién un semigrupo T4. Como anteriormente mencionamos, la inductivi-
vidad de la propiedad Tn es aun un problema abierto en la teoria de
semigrupos Tn.

MAPEOS DE CUENTA EN SEMIGRUPOS T4 : —

Sea S un semigrupo T4 y sean «, ¥ < S con |¢| = 4 ¥y y una «—cota
propia [2]. Sean, ademds, A,, A,, Ay y A, los mapeos de cuenta defini-
dos en [3]. Siendo {y| = r, tenemos:

Ay 4+ Ay + A+ A =2—w ... (1]
Ay + Ay + 3A, 48, =4r ... [2]
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con we{l, 2}; siendo A=2r—A,, obtenemos:

o

Ay + Ay=A—w— A, ... ... ... o0 [2]
3A; +4A, = A — A .

1o cual da:
Ay = RA—3A, — 4w ... . ... 4]
A, =27, +3w—A ... ... ... . [B]

Como A; > O tanto como A, > 0. obtenemos:

A > 3A, + 4w ... oo [6]
8, + 3w>A ... oo [T
Asi
3
A, + 3w>A> — A, + 2w ... ool [8]
2
@ — COTAS PROPIAS CON w=2:

Tenemos de [3], Lema 6:
w=2 —> A, = 0; asi, si w=2 existen tres posibles casos; a saber:
- w=2, A,;=0, A,=2—4, A;=0, A,=2
w=2, A;=0, A,=22—bH, A;=2, A,=1
w=2, A;=0, A,=2r—6, A;=4, A,=0

Podemos resumir el andlisis anterior como sigue:

Teorema 1:

Sea S un semigrupo y sean «, vy << S con |a| = 4 y y una a—cota
propia. Sean, ademas, A,, A,, A; y A, los mapeos de cuenta; si |ay| =
= 2 (|]y|—1), entonces se tiene necesariamente uno de los siguientes
€asos:

i) Ay=0, A;=2|yl—4, As=0, A,=2.

i) Ay=0, A;=2|y|—5, A,=2, A,=1.
iti) A,=0, A8,=2|y|—6, A;=4, A,=0.

~

& — COTAS PROPIAS CON w=1:

El presente caso, como se ver4d, no tiene una caracterizacion simple
como el anterior; sin embargo, es posible restringir razonablemente el
rango de los mapeos de cuenta; la siftuaciéon w=2 da:

Ay =2A —3A—4 ..leeiiieii .. [9)
Ay =20 +3—4 coorvanininon.. .. [10]
48, + 6> 2A > 3A, + 4 .ol (1]
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Dado A,, a continuacion encontraremos los posibles valores de A,.
De [9] y [10] tenemos:

A —2) = Ay Ay eeere e [12]

por lo tanto,
Ay = A, mod (2) .evvvivnnnenn.... [13]
0 <Ay <A+ 2 oo [14)

Asi existen no mas de
4,

2

+ 2

valores posibles para A,. Mas aun de [9] se obtieﬁe.
Ay <4r—3A, —4 ... ...l (18]
Asi, Ag queda limitado por:
A, < Min {A, 42, 4r — 3A, — 4}
[16]
Az = A, mod (2)

A partir de [9] tenemos que, para cada par de valores de A,, A,,
se obtiene un dnico valor para A y un unico valor para A,, a saber:

2A = Ay +3A, +4 oo [17]
Ag=A—Ag +2 ceeeniannnaen. .. [18]

Notese que A; + 3A, = 0 mod (2); asi, A; + 34, + 4 = 0 mod (2),
por lo tanto, la ecuaciéon [17] da un numero entero para A. Se tiene en-
tonces, ya que cada valor de A, S define no mas de

A,
— + 2
2
valores de A;, que cada valor de A, define no mas de
A,
2

+ 2

pares de valores para A y A,. Podemos entonces resumir este andlisis
del modo siguiente: '

Teorema 2:

Sea S un semigrupo y sean «, y. < S con |¢| = 4 y y una a—cota
propia. Sean, ademds, A,, A,, Ay y A, los mapeos de cuenta; si |ay] =
= 2]y|—1, para cada valor dado de A, con 0 < A, < |y|, los mapeos de
cuenta A,;, A; vy A, pueden tomar no mas de

4,

+2
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valores, a saber: para cada valor de A, con

0 < A; < min {4, + 2, 4]|y|—34, — 4}
Ay = A; mod (2)

se tiene
: 2 Ay = 4|y|—3A, — A; — 4
Ay = A, — Ay + 2

Nora.—Sea S un semigrupo y sean «, vy < S con |y|=4 y |y|=r una
a—cota propia, si |ay|= 2|y|—1 el teorema anterior limita los posibles
valores de los mapeos de cuenta o:

r 1
X (if2 +2) = —r(rl2 + 5)
i=1 2
casos diferentes.

COMENTARIOS

- Dado que la propiedad T3 juega un papel basico en inmersion de
un anillo de semigrupo en un anillo de divisiéon [5], es de gran impor-
tancia decidir si la propiedad T3 implica en T4, o si existe algun semi-
grupo T3 y no T4, El presente articulo, junto con [3], pretenden trazar

- el camino hacia la soluciéon de este problema.
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