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1. INTRODUCCION.
En la resolucion de problemas en medios continuos es tipico encon-
trarse el siguiente planteamiento:

Sea Q un abierto acotado de R?, de frontera I' y T el espacio de la
variable tiempo, hallar la funcién ¢ € H?!, (Q x T), tal que siendo
feL; (Q x T) se cumpla:

Ao =1
donde A es un operador diferencial sobre Q x T.
VerificaAndose
B¢ =0 sobre T

como condicién de contorno.

A continuacién vamos a considerar la ecuacién diferencial que de-
fine los procesos de la difusiéon:

29
(1) Apg=yTKyge+—=—0Q enQxT

2t

con las condiciones de contorno:

29

?) K —q=0 enT,

an
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3) o—o(a) =0 enT,

ael,

Q= Q(:E, Y, l) T'i
q =q(z,y,1) '

n = vector normal en I",

teT

K = constante arbitraria

&Y

El problema (1), (2) y (3) se denomina problema mixto, condicién
de Dirichlet sobre una parte de la frontera y de Neumann, sobre el
resto de la frontera.

Consideremos, a continuacién, que la variable ¢ toma un valor fijo
cualquiera (su variaciéon se introduce en el apartado 2).

La aproximacion de (1), (2) y (3) por elementos finitos se plantea del
modo siguiente:

Supongamos que la frontera I" de Q es un poligono. Sea h un para-
metro positivo que tiende a cero, asociamos a h un recubrimiento tri-
angular de Q tal que:

.
o~

_ h)
Q = T;

1

[ =

i
T; son tridngulos contenidos en Q.
El conjunto {T;} goza de las propiedades siguientes:
(i) dim(Ti) < h.
(ify Si T; y T;json dos elementos del conjunto, se tiene:
—sea T; N Tj = ¢.

—sea T; y Tj tienen un lado en comun.
— sea T; y T; tienen un vértice en comun.

Por otra parte, consideremos el espacio Vi que verifica las propie-
dades siguientes:

(i) la restriccidon de vp € Vi a cada T; coincide con un polinomio
de grado inferior o igual a 1.

(i) ovn e CYQ).
(iii) wvp satisface las condiciones impuestas en cada tramo de la
frontera.

Entonces Vi C H(Q). Vi es un espacio de dimension finita y es
tal que sus elementos, vy € Vj, estdn determinados de forma unica por
sus valores en los vértices interiores a Q de todos los triangulos.

\
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Llamemos
N(h)
{ai}

1=
al conjunto de los vértices de la triangulacion interiores a Q.
Definimos una base de V,
n(h)
{Ni,n}
) i=1
tal que:
Nin(aj) = 8

El soporte de cada funcion N;,n de la base es la uniéon de todos los
triangulos cerrados que tienen vértice en aj.
Toda funcion vy € V definida en funcién de la base toma la forma:

n(h)
vh = 2 un(ai) Nih
i=1
iuego: )
n(h) .
p El a(Njn, Nin) vn(aj) = (f, Nin) 1 < i < n(h)

que es el sistema lineal que se origina al utilizar el método de elementos
finitos.
Este sistema goza de las propiedades:

(i) (a(Njn, Nin) )1 < i, j < n(h) es simétrica definida. positiva.
(ii) a(Njn, Nin) == 0 si y so6lo si son a; y aj vértices de un mismo
tridngulo.

Un proceso analogo se plantea al utilizar elementos rectangulares
en lugar de triangulares.

A partir de lo anterior, la funcién ¢ se aproxima por otra ; utili-
zando la base de funciones {N;r}. Para un h fijo en la malla de la tri-
angulacién escribiremos abreviadamente {N,} por

;?:Z']aiNi
i

Los parametros {a;} se obtienen de un conjunto de ecuaciones in-
tegrales del tipo:

Gj(p) d Q +f gi(@) dT =0

Q r
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Si V es el espacio donde se encuentra el elemento solucion del pro-
blema ¢ y es V = H?,(Q), es necesario encontrar un subespacio vpC V, v
denso en V y una aplicacién:

~

rh:Uh—> V(rhe = o)

tal que: . ~
inf [lp — @l| > 0

®h € Un

Para ello, tomemos un subespacio vy C H,(Q) N CY(Q), yn), sea ¢ la
interpolada de ¢ en todos los vértices de {a;}i—;.

Las diferencias entre las distintas aproximaciones por elementos
finitos residen en la eleccion de la base de funciones {N;} que se escoge
y también:en el modo en que:se derivan las ecuaciones aproximadas.

Aqui veremos varios procedimientos, basados, o bien en principios
variacionales, o bien en métodos residuales.

2. PRINCIPIO VARIACIONAL DE GURTIN.

Introducimos sobre el dominio Q y su contorno I', de un medio con-
tinuo, la expresion funcional de Gurtin:

) .
x=—2—fg{?;ccp 9 +voi *Kijvei—RCce o

—2C=*p tcp}dﬂ——f Q »oqds
r
Fl simbolo de convolucion se define por:

3
@*‘Pﬁf q’(m,y;t"“"’)q’(m’yat)d?
[

N0 29 2¢ * Od9
Ve Ve = . + .
ox ox ay oy

Sea ¢ el conjunto de todas las funciones continuas que satisfacen
las condiciones del contorno I

Tomando la primera variacién de la funcional y aplicando el teo-
rema de la divergencia:

8 x = 0; sobre ¢

se cumple para una funciéon particular ¢, solamente cuando ¢ es solu-
cion de la ecuacién de Euler:

V(Kij* voi)i—Cce +Lcoo+o+ p=0
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con la condiciéon de contorno:

Kij*¢j—0Q =0 ; p=np(=1y1

siendo ¥ y ¢ constantes arbitrarias para cada parte del dominio.
La ecuacién de Euler se puede transformar en la forma normal de
la ecuacién de difusion:

ViKij *vei)j—Cc»o—L+p =0

lo que justifica el uso de la expresiéon de Gurtin como funcional gene-
radora.
Escribiremos la aproximacion de Ia funcion ¢ sobre el elemento por:

o =ajfj i=1...,J

en donde J es el numero de vértices del elemento.

Sustituyendo en la anterior ecuacion los valores de la funcién en
los vértices, determinaremos las funciones de base que definen la apro-
ximacién en notacién matricial:

{o} = [N] {e}}
diferenciando con respecto a las coordenadas planas obtendremos los
gradientes: ~ o

{v o} = [M] {¢}

La funcional generadora se toma en forma de suma sobre todos los
elementos:
M

x= = f {Cco+ 9 +voi+ Kijr vyoj—2Lcoo* ¢ —
i=1 Qi

—2%¢+p- 9}d9i~fr‘{Q‘ @} dsi
l

siendo M el nimero total de elementos finitos del dominio.

Sustituyendo las aproximaciones de la funcién y de sus gradientes
en la expresion funcional, y llevando a cabo la primera variaciéon, ten-
dremos:

(Bl {e(D} + [K]+ {o(0)} = [B] {a(u)} + {Q())}

lo que representa un conjunto de ecuaciones lineales que se resuelven
para los valores nodales de la funciéon ¢ en el tiempo.
Las matrices [Bi], [Ki] y [Qi] en su forma elemental son:

Bi NiJ7 [Ni] d Qi
(Bi] [Qitc[ I* [N7]

v

I

[Ki] fﬂ-’ [MiT [Kyji] [Mi] d Qi

[0i] = f o b P NTa Qi+ fri Q [NiJr dsi
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M

[B] = ¥ [B]
i=1
M

K] = Z [Ki]
i=1
M

Q) = = [0Qf]
i=1

3. METODO DE GALERKIN,

Partiendo de las ecuaciones del apartado primero, utilizamos la
misma aproximacion {c/p\} = [N] {¢/} sobre los elementos finitos del
dominio.

Utilizando el método de GALERKIN y considerando que la condi-
cién de contorno (3) da residuo cero, tenemos, igualando a cero la suma
de los pesos residuales:

NiRqd Qi +| NiBRp dsi;i=1,2...M
Qi T 2

en donde RQ Yy RI‘ son los residuos respectivos de Q y T',.
2

Sustituyendo la ecuacién diferencial parabélica y su condicién de
contorno (2) obtenemos la contribucién de los residuos de los puntos
nodales:

] N;
Qi

o9
—]_ Ni K + X (9 — a)
T, ’ on

siendo A un coeficiente de transferencia sobre T',.

2 0 2 ) 29
(Kx' )—I— Ky )-l—SQ——-c d Qi —
ox ox ay oy | at

dsi.-:Ri;i:l,...,M

Utilizando el teorema de GREEN en los dos primeros términos de la
primera integral y multiplicando por —1, obtenemos:

dN; o9 aN; o9 X
§K( + \,——SNiQ—I-(JNi-——— d Qi —
T dx owx dy oy o1

o9
——/ Ni;K —[—)\(cp—-cpa)sdsizRi;i=l,..,M
J T, on
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Finalmente, sustituyendo las funciones de base y teniendo en cuenta

que los valores de la funcién en los vértices dependen del tiempo:

9 N; M 2 Nj 2 Ni M 8 Nj .
K ( P 9i(f) + = w(t)) d Qi —
Qi ox j=1 or 2y j=1 oy

M .
—-—8[ NiQin-l-/ e Ny X Njgjl)d Qi +
Qi T,i j=1

M
+/ A Ni( z Nicpi(i)~q>a) dsi = Ri
T j=1

que se puede escribir en notacién matricial:

[Ki] {¢f} + [Bi] {¢i} — ¥ Fi} = {Ri}

siendo:

o N; aNj aN; @Nj .
. + d Qi + A N; Nj dsé
oz ox oy oy T,i

Kiijz/- K-
T o .

Bij; =/ ¢ N; N;jd Qi
Qi

~

fi =/ N,~Qin+/ A Ni gq dsi
J i J T

Las ecuaciones elementales se ensamblan para dar el conjunto:

(K] {e} + [B] {¢} — 8(F} = {0}
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