— 119 —

UNA PRUEBA GEOMETRICA DEL TEOREMA
DE SCHERK

por

Bruce H. EDWARDSs

1. INTRODUCCION

Sea V un espacio cuadratlco («quadratic space») regular, de dlmen-
siébn n y definido sobre un campo de caracteristica no igual a dos. El
teorema de Cartan-Dieudonné dice que toda isometria («isometry»)
de tal espacio puede expresarse como .producto de a lo sumo n simetrias
(«¢symmetries»). Scherk [2] pudo demostrar una mejoria significante de
este teorema mediante la determinaciéon del numero minimo de sime-
trias necesario para expresar la isometria dada. El articulo de Scherk
estd escrito en términos de matrices. Snyder [4] tiene una prueba mas
geométrica y algunos de sus resultados aparecen aqui.

En [3] Snapper y Troyer proponen que se formule una prueba com-
pletamente geométrica. El siguiente desarrollo estd escrito en el len-
guaje geométrico como presentado en [1] 6 [3].

2. PREPARATIVOS.

En todo lo que sigue, V es un espacio vectorial de dimensién n (n fi-
nito) sobre un campo % de caracteristica no igual a dos. Escogemos una
forma bilineal simétrica o producto interno (¢«symmetric bilinear form»)
B: V X V — [k, y escribimos B(X, Y) como XY y B(X, X) como X2 V se
dice un espacio cuadratico. Por ejemplo, si XY = 0, por todo X, Y de V,
entonces V es un espacio nulo («null space»).

Un vector X de V se dice iséiropo («isotropic») si X2 = 0. Puesto que
la caracteristica de k es diferente que dos, es bien conocido que un es-
pacio cuadratico es un espacio nulo si y solamente si todos los vectores
son is6tropos. Dos vectores, X y Y, son orlogonales («orthogonaly) si XY =
= 0. Dos subespacios, U y W, de V se dicen ortogonales si XY =
para todo X en U y todo Y en W. El complemento orfogonal («orthogonal
complement») de U es

U* ={Y eV :XY =0, para todo X ¢ U}
Si U es un espacio nulo, entonces U € U*.
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V se dice regular («nonsingular») si el unico vector ortogonal a todos
los vectores es el vector 0. Equivalentemente, si A,, ..., A, es una
base de V, entonces V es regular si y solamente si det(gij) ¢ 0, donde
gij = AjAj. Suponemos, en todo este articulo, que V es regular.

Existen espacios cuadraticos regulares que contienen muchos vec-
tores isétropos. Por ejemplo, un plano hiperbédlico («hyperbolic planes)
es un espacio de dimensién dos con dicha propiedad. Todo plano hi-
perboélico tiene una base hiperbdlica M, N que satisface M2 = N2 = 0
y MN = 1.

Si V es un espacio regular, no es dificil mostrar que para todo sub-
espacio U de V, dimU + dimU* = n. Ademads, si U es regular, también
loes Uy V = U(])U*" la suma directa de subespacios ortogonales.

Una isomelria («isometry») ¢ : V - W es un isomorfismo que pre-
serva el producto interno: (¢X) (6Y) = XY, para todo X, Y en V.
Si ¢ : V - V es una isometria de V, entonces det(s) = 4 1. En el pri-
mer caso, o se llama una rotacién («rotation»); en el segundo caso, o es
una reflezion (sreflection»). SiV =U (])Tyoe:U—->Uyr: T~ Tson
isometrias de U y T, respectivamente, entonces puede formarse la iso-
metria p (| ) A de V en una manera natural. La isometria idéntica de V
se denota por 1. :

Por ejemplo, si A es un vector no isoétropo de V, entonces V =
= <A> (1) <A>"*, y podemos definir la simetria («symmetry») =, con
respecto al hiperplano <A>*: 7. = —l<a> (1) l<a>,. Es claro
que 7. es una reflexion y (7a)? = 1. ,

Sea ¢ : V —» V una isometria de V. El espacio fijo («fixed space») de o
se denota por F(o), y se observa que F(c) = ker(c — 1). Pero ker(c — 1)
es ortogonal a im(c — 1). (Demostracién: si A e ker(c — 1) y B eim(c— 1),
entonces existe un C ¢ V tal que 6C — C = B. Ahora, AB = A(¢C—C) =
= A(6C) — AC = (0A) (¢C) — AC = 0.) Nos sigue inmediatamente que

im(ec — 1) = F*(o).

3. DEMOSTRACIONES DE LOS TEMAS.

De ahora en adelante, ¢ es una isometria de un espacio cuadratico
regular V de dimensién n y definido sobre un campo k& de caracteristica
nn igual a dos. F(o) es el espacio fijo de ¢ y F*(o) el complemento orto-
goual de F(o). Pongamos dimF*(¢) = S y entonces dimF(¢s) = n — S.

Lema 1. La isometria ¢ no puede expresarse como producto de
menos de S simetrias.

Demostracion. Primero observamos que si H,, H,, ... H, son hi-
perplanos de V, entonces dim(H,AH,N ... NH,) > n — r. Ademas,
si 6 = 1, T, ... tr, entonces cada t; fija un hiperplano H;. Por eso,
H,NH,Nn ... NH; € F(s). Tomando dimensiones, n — S > n — r; es

decir, r > S. &
La prueba del teorema de Scherk estd basada, fundamentalmente,

en el lema siguiente. El caso 1 es de Snyder.
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Lema 2. Sea o una isometria, pero no una simetria. Si F*(s) no es
un espacio nulo, existe un vector no isétropo B en F*(q) tal que F*(7s0)
tampoco es nulo.

Demosiracion. Escoja un vector no isétropo A en F*(s) y considere
ta6. Si F*(150) no es nulo, ya terminamos. Entonces, supongamos que
F*(7ac) es un espacio nulo. Esto inmediatamente implica que F*(ta0) C
C F(1a0). Ademas, tenemos F(c) € F(140) (equivalentemente, F*(ts0) C©
C F*(o) ), puesto que si X ¢ F(o), entonces X ¢ <A>"*y X ¢ F(140).

Caso 1: A ¢ F(rac) (Snyder).

Existe un vector isotropo M de F*(vac) tal que AM 52 0. Ay M for-
man un plano hiperbélico P y podemos encontrar otro vector isétropo N
tal que <M, N> es una base hiperbdlica para P. Hay un escalar a £ 0,
tal que <A> = <aM+4N>, y podemos suponer que A = aM4N.
Tome B = aM — N. Observamos que B2 = —2a %0, AB = 0 y BeF*(q).
Resta verificar que F*(tpo) no es nulo. Puesto que (1 — tpo)A ¢ im(1 —
— 1p6) = F*(7so), es suficiente mostrar que (A — 1s6A)2 3£ 0. Pero
tenemos . ‘

A—136A = A—pta(tac(@aM +N) ) = A-—rp1i(aM + tacN)
= A—71pTA(@M + N 4+ 1,6 N—N) = A—1574(A) + trTa(N—7Ta0N)-

Pero tpta(A) = 15(—A) = — A, puesto que AB = 0. Ademds, (N—
— 740N) es ortogonal al plano P, puesto que los vectores M y (N —
— 7aoN) estdn en F*(ta0), que es nulo, y entonces M(N — 7aoN) = 0.
También, (N — 7t,0N)2 = 2N(N — 7,6N) = 0 que implica N(N—7,0N)=
= 0. Por eso, tg7a(N — 74,6N) = N—1,0N y tenemos A—rgcA =
= 2A 4 (N—=a0N) y, finalmente, (A—715cA)2 = 4 A23£0.

Caso 2: A ¢ F(1a0).

Sea M un vector no igual a 0 de F*(7a0). Esto es posible puesto que o
no es una simetria. Es claro que AM = 0, y entonces M ¢ < A> *. Sea
A, = A + MceF*s). A2 0, entonces podemos formar la simetria <,,.
Ahora observamos que v, o(A,) % A,:

Ta1 6A; = Ta; 6(A+M) = 7Ta; Ta(ta o(A+M)) = 14y TA(A+M)
= Ta1 (—A+M) = 14,(—A—M+2M) = 14,(—A—M) + 74,(2M)
= A, + 7a,(2M) £ A,.

Entonces podemos usar A, en vez del vector A que escogimos al prin-
cipio. Si F*(ta, 6) no es nulo, no hay mds que hacer. Pero si es nulo,
estamos en el caso 1 de la prueba, puesto que A, ¢ F(7a; ¢). & ‘

El siguiente lema es conocido, pero lo incluimos para que este articu-
lo sea completo.

Lema 3. Si tp es una simetria, entonces para todo X en V,
2BX
B

TBX =X—'—-(
B2
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Demostracion. Escriba

BX ' BX
X=——B8B (X _—— B)
B2 B?
Es muy fécil verificar que N
o BX )
X — B
BS
estd en <B>*, y entonces
BX BX BX
TBX = 15( B) + TB(X'—' B) = — B +
B? B2 B3
BX . 2BX
+ X — B=X— B. m
Bz

" Lema 4. Sea o una isometria, pero no una simetria. Si F*(s) no es
nulo, entonces existe una simetria s tal que
' (i) F*(s0) tampoco es nulo,
y :
(ii) dim F*(tgs) = S — 1.
Demostracion. Sea B el vector de Lema 2. Entonces, B ¢ F*(o),
B25£ 0 y F*(tsc) no es nulo. Resta mostrar que dim F*(tgs) = S — 1.
‘Hemos visto que F*(tgc) € F*(c). Puesto que B ¢ F*(6) = im(c — 1)»
existe D eV tal que B = ¢D — D. Entonces, B2 = (¢D — D)? = 2D(D —
— 6D) = — 2BD. Por el Lema 3, tenemos
' ' 2BD

B2

23D = D — B=D+B =D

Entonces, tscD = D y D ¢ F(tso). Pero es claro que D ¢ F(s), y hemos
mostrado que dim F(rgc) > dim F(¢) + 1 = n—S 4+ 1y dim F*(1s0) <
<S—1.

‘Pero, F(ts) N F(tso) € F(s), y tomando dimensiones tenemos
dim(F(7) N F(ts0) ) < dim F(o). Entonces, dim F(ts6) — 1 < dim F(c)
que implica que dim F*(7s6) > S — 1. Finalmente, hemos mostrado
que dim F*(tpo) = S — 1. m

4. EL TEOREMA DE SCHERK.
Teorema. Sea o una isometria de V.

(i) Si F*(o) no es nulo, entonces o es el producto de S, y no menos de
S simetrias.

{ii) Sio =1y F*(c) es nulo, entonces c es el producto de S + 2 sime-
trias y no menos de S + 2 simietrias.

Demostracién. (i) Mencionamos primero que si ¢ = 1, entonces S
no estd definido. Para demostrar el teorema usamos induccién mate-
matica sobre S. Si S = 1, entonces o es una simetria y el teorema se
verifica facilmente. Por inducciéon, suponemos que el teorema es ver-
dad para S — 1. Por el Lema 4, existe una simetria g tal que F*(tso)



— 123 —

no es nulo y dim F*(ts6) = S — 1. Empleando la hipétesis de induc-
ciéon, tenemos tgc = T,;T, ... Ts—; para simetrias 7;. Entonces ¢ =
= Tg T, ... Ts—;. Combinando esto con el Lema 1, caso (i) del teorema,
estd demostrado.

(ii) Supongamos que F*(c) es nulo. Observamos primero que para
todo vector no is6tropo A de V, tenemos <A>"* N F(c) = F(r.c). Para
ver esto, tome X ¢ <A>" N F(c). Es claro que 146 X = 7.X = X,
y entonces X & F(ta0). Ahora tome X & F(1a0). Entonces 1,X = ¢X
y usando el Lema 3,

2AX

TAX=X"— A

A2
Por eso,
2AX

X — X = 13X — X = — A

Az
Pero, 6X — X eim(c — 1) = F*(o) que es nulo. Entonces, (X — X)2 =0
( 2AX

A2

Finalmente, 1,X = X = 6X y X ¢ <A>" N F(c). Hemos mostrado
que para todo vector no isétropo A, <A>* N F(s) = F(1a0).

Se tiene ahora que F*(tac) = (<A>" N F(o) )*. Pero es facil ver
que (<A>*NF(o) )" = <A> 4+ F*(c) que implica F*(7a0) = <A> +
+ F*(o). Puesto que A ¢ F*(c), debemos tener dim F*(ts0) = S + 1.
Mas aun, F*(rac) no es nulo, porque contiene el vector A.

Entonces podemos usar el caso (i) de este teorema con la isometria
Ta0, ¥ obtenemos 1,0 = T;7T; ... Te4; =D 6 = TaT; ... Ts41 Y he-
mos expresado ¢ como el producto de S + 2 simetrias.

Finalmente, ¢ no puede expresarse como producto de menos que
S 4 2 simetrias. Para mostrar esto, empleamos un argumento muy bo-
nito de Snyder. En [3], pag. 261, hay otro desarrollo que esta basado en
el hecho que ¢ debe ser una rotacién. Entonces, supongamos que ¢ =
= Ta; Tas ... Tar. ADOra, T4, 6 = Tas ... Tar y por el Lema 1,
~dim F*(7a, 6) < r— 1. Pero A, es un vector no isétropo y como obser-
vamos antes, <A;>"* N F(6) = F(ta; 0) = dim F*(ta, 06) = S + 1.
Entonces, S + 1 < r—1 =S +2 <r. m

2
A) = AX = 0.
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