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TIEMPO DE TRANSICIÓN EN LOS SISTEMAS 
ARMÓNICO - EXPONENCIALES 

por 

FERNANDO MUÑOZ VALCARCEL I 

1. TRAYECTORIAS Y SOLUCIONES DE UN SISTEMA AUTO-
NOMO PLANO 

Los resultados de este trabajo han surgido ante la necesidad de es­
tudiar ciertas propiedades de los sistemas autónomos que aparecen al 
t ra tar de resolver problemas de tiempo óptimo del tipo armónico-expo­
nencial. En dichos sistemas, las trayectorias óptimas verifican el sistema 
de ecuaciones diferenciales: 

dx^ 

dt 

dx^ 

dt 

= u(x^, x^) • cos(U(iZ?i, x^) — k) = Fi{x^, x^, k) 

[1] 

v{x^, x^) ' sen (U{írS x^) — /c) = ¥^{x'^, x^, k) 

donde v{x^j x^) es una función con valores reales, estrictamente posi­
tiva y cuyo logaritmo neperiano es armónico en el subconjunto abierto, 
acotado y simplemente conexo G de R^, \][x'^, x^) es una conjugada ar­
mónica de ln{v) en G y A: es un parámetro que, por las características del 
sistema [1], podemos suponer variando en el intervalo cerrado [0,2 TT]. 

El problema fundamental que se plantea, en relación con el siste­
ma anterior, es el de averiguar si de las infinitas soluciones que en el 
instante t = t^ pasan por el punto x^ = (ÍCOS X^^), existe una que pase 
por ¿Ci = (íCî , Xx^) en algún instante íi, finito y mayor que t^, y que esté 
contenida en la clausura de G. 

Los resultados de carácter general sobre sistemas autónomos que 
utilizaremos pueden verse en [4], y se darán sin demostración, salvo 
que ésta presente interés especial. 

Las curvas integrales de todo sistema autónomo tienen la siguiente 
propiedad: 

Si (Pi(í), PaíO ) ^s una solución de un sistema autónomo en el inter-
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valo [ÍQ, il), la función (Pi(/—h), ^¿t—h) ) es otra solución en el inter­
valo [fo + /i, ¿1 4- h)j cualquiera que sea el número real h. 

En otros términos: toda traslación, a lo largo del eje Oí, transforma 
curvas integrales en curvas integrales. 

Para un sistema autónomo cualquiera 

dxi 
= ¥i(x\ X'), i = 1, 2 [2] 

dt 

existen soluciones constantes si y sólo si el sistema 

Fi(x\ x^) = O, i - 1, 2 

admite alguna solución. Es evidente que el sistema [1] no puede poseer 
soluciones constantes. 

Llamaremos trayectoria a la proyección ortogonal sobre el plano 
f = O de cualquier curva integral. Cada trayectoria es imagen de infi­
nitas curvas integrales: todas las que se obtienen de una dada por tras­
lación a lo largo del eje Ot. 

Habiéndose asegurado de que las funciones F^ y Fg verifican las 
condiciones suficientes para que por cada punto (ío, XQ^, XQ^) pase una, 
y sólo una, curva integral, por cada punto XQ de coordenadas {XQ^, XQ^) 
pasará una única trayectoria. (Este es el caso del sistema [1] que, por 
ser diferenciable, es Lipschitciano.) 

Siendo XQ un punto dado de G y M(a;o) la trayectoria que pasa por él, 
entre las infinitas curvas integrales que tienen por imagen a M{XQ) ele­
giremos aquélla que corta al plano ¿ = ÍQ en el punto (í©, ^o? ^o^)- Es 
decir, la curva integral {t, Pi(¿), ^^W ) verifica (Pi(fo), ^2(̂ 0) ) = (¿̂ oS XQ^). 

Puesto que la imagen de una curva integral constante es un único 
punto del plano t = to, puede ocurrir que dicho punto sea el (ÍQ, O, 0). 
En tal caso, llamaremos singulares a las trayectorias con dicha propiedad. 

Si M es una curva integral no singular, no existirán puntos en los 
que la tangente sea paralela la eje Ot. Por tanto, la tangente a M, en un 
punto (I, x)y se proyecta ortogonalmente en el plano f = O en la tangente 
en a? a la trayectoria imagen de M. Una trayectoria no singular tiene, en 
consecuencia, tangente en cada uno de sus puntos. 

Es interesante observar que en el estudio de las trayectorias del sis­
tema [1] la función v{x^, x^) no desempeña ningún papel esencial, es 
decir, las trayectorias del sistema [1] coinciden con las trayectorias del 
sistema que se obtiene al suprimir en aquél la función v{x^, x^). Esta 
propiedad es consecuencia del próximo lema. 

I . l . LEMA. Toda solución del sistema [1] se obtiene mediante 
una única cuadratura de una solución del sistema 

dx^ 

dz 

dx^ 

dz 

— eos (U — k) 

[3] 

= sen (U — k) 
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Demoslración. Sea {^i{z), paí^) ) una solución de [3] definida en 
[ZQ, ZJ], que verifica las condiciones iniciales (x^^, a;%) = (¡3i{^o)j p2{-o) )• 
Para cada z del intervalo [ZQ, Z^] se define una función a{z) por la siguien­
te igualdad: 

íz ds 
f — to = OL{Z) = [4] 

J z, u(^i(s), U^)) 

La función z -> a(z) es diferenciable y estrictamente creciente en el in­
tervalo [ZQ, Zi], transformando dicho intervalo en el [ÍQ, t-¡], donde ÍQ 
es dado y t^ = a,{Zj). Por tanto, existe la función inversa t ~> or-'^{i), que 
es diferenciable en [ÍQ, t^] y que transforma dicho intervalo en el [ZQ, Z J . 
Entonces, la función 

.(Pi(a-HO), W^-HO)) [5] 

es una solución del sistema [1], está definida en el intervalo [ÍQ, ti] y 
en el instante i = ÍQ pasa por el punto (X^Q, X^Q). En efecto, se comprueba 
sin dificultad que [5] está definida en todo el intervalo [IQ, tj] y que sa­
tisface las condiciones iniciales dadas. Por otra parte, al ser {^i{z), paí-) ) 
una solución de [3], se verificará: 

d^iiz) 
= cos(U(Pi(.z), ^,{z)) — k) 

di 

sen(U(Pi(z), U^))-^k) 

d P i ( a -

dt 
d^^ar-

•'{t) ) 

•'(i) ) 

dz 

de donde, sustituyendo z y dz convenientemente, se obtiene 

v(U^-Ht) ) , U^--'{t) ) • sen(U(Pi(a-H?) ), U^-Ht) ) — h) 
di 

lo que prueba la tesis. 
Sin más que invertir los papeles de f y de z, en el razonamiento an­

terior, quedaría probado el siguiente 

1.2. LEMA. Toda solución del sistema [3] se obtiene mediante 
una única cuadratura de una solución del sistema [1]. 

2. TIEMPO PASADO EXTREMO Y TIEMPO FUTURO EXTREMO 
EN UN SISTEMA ARMÓNICO-EXPONENCIAL 

Dado un sistema diferencial, no necesariamente autónomo, bajo 
ciertas condiciones es posible asegurar que por cada punto {x'^o, X^Q), 
de un cierto conjunto, pasa una, y sólo una, trayectoria en un instante 
dado ÍQ. En otras palabras, existen una función (pi(f), ^.¿{i) ) Y un inter-



— 89 — 

valor {a, b), que contiene a to, tales que la función satisface el sistema 
para todo t e {a, b) y además {x^o, X^Q) = i^i{to), Patí©) )• 

Para un sistema y un punto XQ = {x^o> ^%)> dados, representare­
mos por {t—, 1+) mayor intervalo abierto al que se puede prolongar 
la solución que pasa por x^ en el instante IQ. LOS valores i— y f-f- re­
ciben habitualmente los nombres tiempo pasado extremo y tiempo 
futuro extremo, respectivamente, pudiendo ser i— = —•ooyf+ = + 0 0 . 

El próximo teorema es una versión para sistemas autónomos de un 
teorema demostrado por S. Faedo. La demostración puede verse en [4]. 

2.1. TEOREMA. Si las funciones Fj y F2, del sistema [2], son con­
tinuas en todo el plano, si existe una función real y continua w{t, u), 
para todo u e[0, + co) y todo t e (a, b) y tal que 

a) u • w{t, u) es no decreciente para todo / e {a, b) con respecto a a; 

b) para todo {x'^y x^) y todo I e {a, b) se verifica 

x^ ' Fi{x\ x^) + x^ • Fsío;!, x^) < \{x^, x^)\ • w{í, |{a?i, .x'2)|) 

c) todas las curvas integrales de la ecuación 

da 
= w(t, u) 

di 

tienen el tiempo futuro extremo ¿+ = 6; 

entonces también es í+ = & para todas las curvas integrales del sis­
tema [2]. 

Sustituyendo a) por 

a') u • w[lj u) es no creciente para todo I e [a, b) con respecto a w, 

y poniendo en c) i— = a, la conclusión del teorema es que también vale 
t— = a para todas las curvas integrales del sistema [2]. 

2.2. COROLARIO. LOS valores t+ y t—, para cualquier curva inte­
gral del sistema [1], son + 00 y —̂• 00, respectivamente. 

En efecto, tomemos como función w{t, u) la función constante w{l, u) = 
== 1, que es continua y no decreciente con respecto a u para todo 
t e (—00, -j-co) y u e[0, + 00). La condición b) se prueba sin más que des­
arrollar la expresión 

(xi • sen (U — /c) — íc2 . eos (U — /c) )2 > O 

y trasponer términos. 
Puesto que las curvas integrales de la ecuación 

du 
= 1 

di 

son las rectas u = I -\- cte, para ellas es í+ = + 00 y, consecuentemente, 
también lo será para las soluciones del sistema [3]. Finalmente, si lia-
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mamos í a la variable independiente del sistema [1], t se relaciona con 

í(del sistema [3]) por la igualdad 

ds 

s), Us) ) 

siendo (Pi{f), PBÍO ) una solución de [3]. De aquí que sea el tiempo fu­
turo extremo del sistema [1] también -|- oo. 

Gon análogos razonamientos se prueba que i— = — oo. 

2.3. LEMA. Sea i^i{t), ^2{i) ) una solución del sistema [1] para un 
k ~ UQ fijo. Entonces, uno al menos de los límites 

lim pi(f) , lim P2(í) 
i ._> -|- 00 i •-> -f- 00 

no existe o es oo. (Análogamente, para t —•-> —• oo.) 

Demostración. Supongamos que ambos existiesen y fuesen finitos. 
Sean i/i e y^y respectivamente, sus valores. Entonces habrá tres posibi­
lidades: 

a) Las dos funciones, ^i y (Bg, son monótonas en sendos entornos de 
f = 4- 00. 

b) En todo entorno de í = -f- oo las dos funciones pi y (̂ a cambian in­
finitas veces de crecientes a decrecientes. 

c) Una de ellas verifica la condición a) y la otra, la condición 6). 

Si se verifica a) 
dHt) 

Fi{u^, y,, ko) = lim F/(p,(0, Mi), ^o) = lim = O 
t 5-4-00 t—-> + co dt 

para i = 1, 2, por lo que {yi, y^) sería un punto singular del sistema [1] 
al verificarse 

Fi(ï/ i , z/2, ko) = F^iy^, y^, ko) = 0 

En el caso b), aplicando el teorema de Rolle, se comprueba que exis­
ten las sucesiones 

O < fo < 1̂ < 

O <t\ < l\ < 
+ 00 

4-. 00 

tales que 

lim 
dui) 

dt 
= 0 

i = in 
lim 

n -> 00 

dm) 
dt 

= O 
t'n 

Y, por tanto, se verifican: 

dUi) 
lim — = o y 

t >oo di 

dUi) 
lim = O 
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También en este caso se cumplirá 

am) 
lim F/(p,(f), Ui). ^o) = lim = 0, i = 1, 2 

de donde 

Fií^i, y^, ko) = F2(z/i, z/2. ko) = 0 

siendo, de nuevo, el punto {y^, y2) singular. 
En el caso c) se procederá de modo análogo con cada una de las dos 

funciones Pi(f) y ?>2{i), llegándose a igual contradicción. Esto completa 
la demostración del lema. 

Una curva integral {?>i{t), p2{¿) ) del sistema [2] se llama periódica si 
existe un número real e > O, tal que: 

mi-he), Mt + e)) =mí), Mt)) 

para todo t e (— 0̂0, -f-00) (supuesta la existencia de Pi y de P2 en todo el 
eje 01; lo que ocurre, por ejemplo, con las soluciones del sistema [1]). 

Si el subconjunto del plano f = O 

{{x\x^) = (p,(¿), W / ) ) :t> io} 

es acotado, para una cierta curva integral (pj(í), ^^{t) ), se dice que la 
correspondiente trayectoria es acotada en el futuro. (Similar definición 
tienen las trayectorias acotadas en el pasado sin más que sustituir en 
la anterior i > ÍQ por i < ÍQ.) 

La proyección sobre el plano í = O de una curva integral periódica, 
no constante, recibe el nombre de círculo. 

2.4. TEOREMA (de Bendixson). Toda región del plano t = O, li­
mitada por un círculo del sistema [2], contiene al menos un punto sin­
gular. 

2.5. TEOREMA. La condición necesaria y suficiente para que el 
sistema [2] admita soluciones periódicas es que admita al menos una 
trayectoria acotada en el futuro o en el pasado. 

2.6. COROLARIO. Las trayectorias del sistema [1] no son acotadas 
en el pasado ni en el futuro. 

Demostración. Por reducción al absurdo. Si existiese una trayec­
toria del sistema [ I ] , acotada en el pasado o en el futuro, existirían cur­
vas integrales periódicas por el teorema 2.5. Si dichas curvas integrales 
no son constantes, la trayectoria sería un círculo, existiendo al menos 
un punto singular en el interior del recinto plano limitado por él (por 2.4.). 
Si las curvas integrales fuesen constantes, la trayectoria sería también 
singular. En ambos casos, la existencia de puntos singulares es la con­
tradicción que buscábamos. 



— 92 

3. DOS TEOREMAS SOBRE TIEMPO DE TRANSICIÓN 

Las trayectorias del sistema [1] están incluidas entre las soluciones 
de la ecuación diferencial 

sen{U — k) clx^ — cos(U — k) dx^ = O [6] 

obtenida de dicho sistema por eliminación de di. 
Fijado un valor de k, sea ko, para cualquier XQ del conjunto (apar­

tado 5) 

G - - U c{ko, p) 

p e C(/Co) 

la función tg{l] — k^) es Lipschitciana en todo un entorno de x^ y, por 
tanto, existe una única solución de la ecuación 

dx^ 
= tg{U — ko) . [7] 

dx^ 
que pase por ÍQ. 

Si XQ pertenece al conjunto 

U c(ko, p) 

p e C{ko) 

en virtud del lema 5.1, XQ pertenecería también al conjunto 

G — U d{ko, p) 

P e D(/Co) 

y la función cotg (U — ko) sería Lipschitciana en un entorno de XQ. Por 
tanto, por XQ pasará una única solución de la ecuación 

dx^ 
= cotg (U — ko) [8] 

dx^ 

Sea XQ un punto de una de las bandas Q*i{ko) (apartado 5), para algún 
ko, y sea M(/co) la trayectoria correspondiente. Entonces: 

3.1. LEMA. Para todo x^ e M{Xo) • G/(/Co) el tiempo de transición 
de XQ a íTi es finito. 

Demostración. Siendo XQ = (X'^Q, X'^Q), X^ = (¿c î, x^^) y ¿ĉ  = f[x^) 
la ecuación de la trayectoria M(ÍCO) ^^ ^1 intervalo [x^o, X^O]Í 1̂ tiempo 
de transición de x^ a x-^, a lo largo de M(a?o), viene dada por 

rx\ 

J ^ \ i^(x\i 

dx^ 
h = ío= ¡ ' — [9] 

- • \i{x^))'^^%{\5[x\t[x^))~-ko) 

Al ser integrando una función continua de la única variable x^ en el in­
tervalo cerrado [ÍC^Q? ^^i]? 1̂  integral anterior existe y toma un valor 
finito. 
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Análogamente, siendo a'o un punto de una de las bandas D/(/Co), para 
algún ko, y siendo M{x^,) la trayectoria que pasa por XQ, se verifica el 
siguiente 

3.2. LEMA. Para todo Xi e M(â o) ' ^i{ho) el tiempo de transición 
de XQ a Xi es finito. 

Los dos resultados anteriores se pueden ampliar por medio del si­
guiente 

3.3. TEOREMA. Si existe una trayectoria M uniendo los puntos 

. XQ y Xi de G, el tiempo de transición de XQ a x^^ a lo largo de M es finito. 

Demostración. Supongamos que la trayectoria M es la correspon­
diente al valor k^ del parámetro k y sean 

{Pi , p2, . . . , p r } y {qi, r/a, . . . , qs} 

los subconjuntos de C{/to) y de D(/Co), respectivamente, para los que las 
intersecciones 

M • c(/Co, pi) y M • d{k„ qj) 

para i = I, 2, . . . , r y / = 1, 2, . . . , s, son no vacías. 
Denotemos por Ai, Aa, . . . , Aa los puntos en los que las curvas 

í̂ {̂ 05 Pi) cortan a la trayectoria M, y por Bj, Bo, . . . , Ba los puntos en 
los que las curvas CUJÍQ, qj) cortan a M. Evidentemente, se verifican las 
relaciones a > r y b ^ s. Además, puesto que M no puede ser cerrada 
ni contener arcos cerrados, existe una única forma de ordenar los pun­
tos anteriores ciumdo M se recorre de XQ a x^. Representemos por 

Pi, P2, • . . , PTT 

la ordenación citada, donde los puntos Pi cumplen las siguientes con­
diciones: 

a) para / = 1, 2, . . . , TT, P/ e {A^, . . , Aa, Bi, . . , B5, x^, x^}, 
b) Pi es anterior a P/+1 al recorrer M de XQ a x^, 
c) entre Pf y P/-f 1 no existen elementos del conjunto definido en el 

apartado a). 

Sea, finalmente, {Qi, O2, . . • , QTT—1} un conjunto de TT — 1 puntos 
que verifican la siguiente condición: 

Qi pertenece al arco abierto de M de extremos Pf, Pz+i. Puesto que, 
en cada uno de los arcos de M, 

Xo Qi, Q1O2, . . . ,, Q T T - ^ Q T T - I , Q T T - I ^ I 

se verifican las condiciones de uno de los lemas 3.1 y 3.2, y sin más que 
tener en cuenta que el tiempo de transición de XQ a x^ es la suma de los 
tiempos de transición a lo largo de cada uno de estos arcos, el teorema 
queda probado. 

Hasta ahora hemos dado el nombre de trayectoria a la proyección 
sobre el plano / = O de una solución del sistema [1] o, también, a una 
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solución de la ecuación [6], para un cierto valor A:© del parámetro A:. El 
concepto de trayectoria necesita ser ampliado por dos razones de dis­
t inta naturaleza: 

a) porque en un problema de tiempo óptimo las soluciones natu­
rales no requieren una pendiente continua, y 

b) con la definición que hemos venido utilizando no podemos ga­
rantizar que cualesquiera puntos de G puedan ser unidos por una tra­
yectoria. 

Conservaremos la palabra trayectoria en el sentido en que la hemos 
venido utilizando. 

4. DOS TEOREMAS DE EXISTENCIA DE CAMINOS 

4.1. DEFINICIÓN. De un conjunto finito de curvas {M^ Ma, . . 
. . , Mn} se dirá que constituyen una trayectoria poligonal que parte 
de Xgy si existen las constantes ki, k^, . . . , k^j iguales o no, tales que: 

a) cada Mi es una solución de [6] para k = kt; 
h) M/ • M/+1 7¿ 0 , para i = 1, 2, . . . , n — 1; 
c) XQ e Mi. 

Observemos que si x-^^ es un punto de la curva Mn, existen diferentes 
formas de ir desde XQ hasta ÍCI, deducidas de una misma trayectoria po­
ligonal: basta que alguno de los conjuntos M/ • M/, / ^á ^ -f- l sea no vacío. 
Además, como caso particular, puede ser n = 1. 

Sea {Mi, Mg, . . . , M^} una trayectoria poligonal que parte de x^ 
y sea x^ un punto de Mn no perteneciente a M^—i-

4.2. DEFINICIÓN. Llamaremos camino uniendo x^ con x^ a todo 
conjunto finito de arcos de curva 

í^oQi, Q1Q2.. . . . , Q m - s Q m - i , Om- iQm, QmX^ [10] 

determinado por los puntos XQ, Q I , . . . , Qm, x^, tal que: 

a) QiQí-f 1 está contenido en un M/, para algún / = 1, 2, . . , n, 
à) íCoQi está contenido en un M/, para algún / = 1, 2, . . . , n, 
c) QmXi está contenido en un M/, para algún / = 1, 2, . . . , n, 
d) la intersección de dos cualesquiera de los arcos [10] o es vacía o 

contiene un único punto. 

El número de caminos correspondientes a una trayectoria poligonal es 
distinto de cero y finito. De entre todos ellos existe uno, al menos, a 
lo largo del cual el tiempo de transición de XQ a Xi es menor que a lo 
largo de los restantes. 

4.3. LEMA. Siendo Mj y Ma dos semitrayectorias a h\ derecha, que 
parten del punto XQ = {X^Q, X^Q) e G, correspondientes a los valores 
ki y /C2 del parámetro k, x^ = fi[x^) y oî  = /.¿(¿ĉ ) las soluciones de [6] 
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cuyas gráficas son Mj y Mg, [x^o, x^^) un intervalo en el que están defi­
nidas /i y fz (como soluciones de [6]) y suponiendo que se cumple 

— — < U(a:o) — feí < U{Xo) — k, < [11] 
2 2 

existen un intervalo I = [ír%, x^z)^ [x^o, x^^) y una solución x^ = g{x'^) 
de [6], definida en I, tales que 

para todo x^ e 1 z=> fi{x^) < g{x^) < f^ix^) [12] 

Demostración. Veamos, primeramente, que en un semientorno 
{x'^Q, x^Q + e) se verifica que: 

para todo x^ e [x^^, X'^Q + e) r=> fi[xA) < fzix'^) 

En efecto, si en cualquier semientorno [X'^Q, X'^Q -f e) se verificase ti{x'^) > 
^ /a(^^) para infinitos valores de x^, se cumpliría 

Ux^) — f¿x\) Ux^)—h{x\) 
> 

nr» 1 . . rpl o^ 1 , , 0^1 

lo que nos conduciría a la siguiente relación entre las derivadas: 

ifiY + (^0^) è ihV + {xo') [13] 

Pero al ser fi y /g diferenciables en ÍCQ y soluciones de [6] se verificarán 
las relaciones 

(/i)'+ (^0^) = (/i) ~ (^0^) = n(xo') = tg{U{Xo) — k,) [14] 

(/2)'+ (.̂ 0̂ ) == ihY- (xo') = r^xo') - tg{U{x,) — k,) [15]-

De [13], [14] y [15] se deduce 

tgiUix,) — k,) à tgilJix,) ^ /t-̂ ) 

lo que contradice la hipótesis [11]. 

Siendo k' un valor de k que verifique las desigualdades 

'— < U(a;o) ~k, < lJ{x^) — k' < \5{x^) — k^ < — [16] 
2 . 2 

y x^ = g(x'^) la solución de [6] obtenida con k = k% la aplicación reite­
rada de la propiedad anterior a /i y gr, a (/ y /a, nos completa la demos­
tración. 

4.5. LEMA. Para cualesquiera cuatro puntos 

Xo = [x^o, x\), x^ = (xS, x\), i/o = {¿c%, x \ + L), í/i = (ajii, a-^ -i- L) 

que formen un paralelogramo XoX^y^y^XQ contenido en G, se puede con-
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seguir, asignando a /c un número finito de valores apropiados en la 
ecuación 

= tg{U — k) [17] 
dx^ 

que la trayectoria poligonal correspondiente que parte de XQ alcance 
por el interior del paralelogramo el lado x^yi. Análogamente, se puede 
conseguir, con valores apropiados de k, que la trayectoria poligonal vaya 
de cualquier otro vértice a cualquiera de los dos lados que no contienen 
al vértice. 

Demostración. Vamos a ocuparnos de la primera afirmación. Si 
trazamos las rectas 

ÍTI = x'^i = x^Q 4" ici, con a = e r = O, 1, 2, . . . , n 

x^ = {x\ + jb) + — ~ (x^ — a^o') 
Xi XQ 

con 

fr 2 rf 2 

è = y / = o, 1, 2, . . . , 772 
m 

paralelas a los lados del paralelogramo, éste queda dividido en n • m pa-
ralelogramos R¿; de vértices 

siendo 

/^J 2 nr> 2 

x'^ij = x \ + jb + -^ '— (xh — x\) 
œ 1 /y 1 

Si llamamos Pi y pg a los dos ángulos definidos por las relaciones 

rr 2 fv 2 

ífif Pi = 

ísr p^ = 

^ 1 í^O 

•^1 ^ 0 

TT TC 

< Pl < P2 < 
2 2 

por el teorema de la continuidad uniforme se puede asegurar que to­
mando m Y n suficientemente grandes, la condición 

{x\x^) e nij,{x\^') e Rij 
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para cualquier Rij, implicará: 

_ __ P 2 — P i 
\U{x\ x^) — U{x\ x^)\ < 

2 

En estas condiciones, definiremos k de modo que valga en cada pare-
lelogramo R/y: 

Pi + P2 Pi + P2 
k = kij = V(xi\ x^ij) = U/y 

2 2 

con lo que la ecuación [17] toma en cada R/y la forma 

dx^ 
dx^ 

o bien: 

tg(\]-~kij) [18] 

dx^ / Pi + Pz 
= f̂  U(a;S x^) — U(aíS-, r̂̂ .y) + 

dx^ 

para la que se cumplen las siguientes desigualdades 

P2-- Pl Pl + B2 Pi + p2 
pi = + < U — U/y + < 

2 2 2 

P 2 — Pl Pl + P2 
< + = P2 

2 2 

La curva integral x^ = a(a?i) de [17] (ecuación que en cada R¿y tiene la 
forma [18]), que par te de XQ con pendiente 

no sólo comienza por el interior del paralelogramo XoXiyiyoXo, sino que 
continúa por el mismo, ya que de 

daix^) 
= tg{U{x\ ai{x^) ) — k) 

dx"-

y, hasta donde esté definida, satisfará las condiciones 

d oLÍx'^) 

dx"^ 

de donde 

/^pi • dx^ < d (x.{x^) < ig^2 ' dx^ 

e integrando 

¿^Pi • {x^ — x\) < a{x^) — x\ < tgí^, • {xA — x\) 
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y por tanto 

x \ + tg^i ' (â ^ — í̂ ô ) < a(a?i) < Xo^ + tg^2 ' (a '̂ — a^o') 

que permite probar que dicha curva está dentro de nuestro paralelo-
gramo, ya que está contenida en el triángulo XQXJI]^. 

Haciendo x'^ = ¿r î en las últimas desigualdades, resulta 

x^^ = íro' + íS'Pi-C^i' —^o ' ) < a(a?i') <¿Co' + ig^^ '{x^'^ — x^^)=^x^^^-L 

Finalmente, las relaciones 

x^^ < a(x^^) < x^^ + L 

prueban la afirmación del lema. 
Los razonamientos anteriores son válidos también para cualquier 

situación de los puntos XQ y x^ distinta de la presentada en las hipótesis. 

4.6. LEMA. En las hipótesis del lema 4.5, existe al menos una tra­
yectoria poligonal contenida en el paralelogramo x^x^g^y^XQ que une 
x^ con x^. 

Demostración. Sean x^ = a.i{x^) y x^ = a^ix^) las ecuaciones de las 
trayectorias poligonales que parten de ¿ro y de x^, respectivamente, y al­
canzan los lados XiUi y x^yo. La función (x,{x^) = (x.i{x^) — aaííc^) es con­
tinua en [x^a, x^i] Y, en los extremos de dicho intervalo, toma los va­
lores 

QCÍXQ^) = (XI{XQ^) — oL^iXo^) = Xo^ — «2(^0^) < o 

a{Xi^) = a^iXi^) — a2(¿Cii) = ai(Xii) — x'iV> O 

existiendo por tanto un punto s ^{x^o, x^i), al menos, en el que se veri­
ficará a(s) = 0. Consecuentemente, la función 

Í
ai(£C^), si x^ ^[XQ'^, S) 

az{x^), si x^ e[s, Xi'^] 

es una trayectoria poligonal que une el punto XQ con el punto Xi. 

4.7. TEOREMA. Dados cualesquiera puntos XQ, ÍTIGO, existe, al 

menos, un camino que une x^ con x^. Además, dicho camino está con­
tenido en G. 

Demostración. Por ser G simplemente conexo, podemos obtener 
los puntos XQ ~ yo, yj^, . . . , yn—i, yn = ^1 determinando una quebrada 
contenida en G y que une XQ con x^. La existencia de las trayectorias 
poligonales x^ = (xi{x^), con i = O, 1, . . . , n —̂  1, uniendo cada dos 
puntos consecutivos y i e yi+u es consecuencia del lema 4.6. Además, 
siendo [X^Q, X^Q) las coordenadas de XQ, (ÍCS, X^^) las de Xi y (x^i, x^i) las 
de y i, la función x^ = OL{X^), que en cada intervalo [x^i, ¿cS-f 1] coincide 
con oLi{x^), es una trayectoria poligonal que une XQ con x^ y está con­
tenida en G. 
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La existencia de un camino uniendo a;o con x^ se deduce de la defi­
nición 4.2, lo que completa la demostración. 

5. APÉNDICE 

El estudio de las curvas de nivel cero de las funciones u • cos(U — k) 
y u • sen(U'— /c), armónicas en virtud de las hipótesis del apartado 1, 
son consecuencia inmediata de un teorema que publicamos en un tra­
bajo anterior ( [6], teor. 2.5). Indicaremos a continuación sus propie­
dades fundamentales. 

Para cada número real k, C(k) y D{k) son los siguientes subconjun-
tos de Z: 

C{k) = \p eZ : {2p + 1) k e [m, M] 
( 2 1 

B{k) = {peZ : {2p -h 1) n — k e[m,M[} 

siendo m y M el mínimo y el máximo de la función U en G, respecti­
vamente. 

Los conjuntos C{k) y D(k) son finitos y V pi e C{k) y V Pa e D{k) 
existen las líneas: 

c{k, P O = P e G : U(P) = {2p, + 1) - ^ ^ /c 

d{k,p,) = { P G G :U(P) = (2p, 4- l)Tr —fe} 

En el próximo teorema se incluyen todas las propiedades de las 
líneas c{k, p) y d{k, p) que se utilizan en los apartados anteriores. 

5.1. TEOREMA. 

a) A lo largo de la línea c{k, p) (respectivamente, d(k, p) ) la función 
cos(U — k) (respectivamente, sen (U •—• k) ) es nula; 

h) V pi e C{k) y V p2 G B[k) => c(/c, P O • d{k, p,) = 0 ; 

c) V pi, pa G G(/c), Pi 7^ P2 = > c{k, pi) • c{k, P2) = 0 ; 

d) V Pi, P2 G D{/Í:), Piy^Pz :=> d(k, pi) • d{k, p^) = 0 ; 

e) V pi G C(/c) y V pa G D{k), son no vacíos los conjuntos c{k, pi) • fr{G) 
y d{K P2) • /r(G). 

La región G queda descompuesta por las líneas de nivel correspon­
dientes a los distintos valores de p G C{k) en bandas limitadas por dichas 
líneas. La frontera de estas bandas se compondrá de arcos de la fron­
tera de G y de una o más líneas de la familia C(/Í, p). Además, cuando fi­
guren dos de estas líneas en la frontera de una banda con distinto valor 
del parámetro p, éstos deberán ser dos enteros consecutivos. Utilizare­
mos los símbolos Ci{k) y Bj{k) para designar las bandas obtenidas, para 
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cada valor de A:, respecto de las familias de curvas c{k, p) y d{k, p). (Na­
turalmente, los índices i y / toman valores en conjuntos finitos.) 
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