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TIEMPO DFE. TRANSICION EN LOS SISTEMAS
ARMONICO - EXPONENCIALES

por

FerNANDO Mufoz VALCARCEL

1. TRAYECTORIAS Y SOLUCIONES DE UN SISTEMA AUTO-
NOMO PLANO

Los resultados de este trabajo han surgido ante la necesidad de es-
tudiar ciertas propiedades de los sistemas auténomos que aparecen al
tratar de resolver problemas de tiempo 6ptimo del tipo armoénico-expo-
nencial. En dichos sistemas, las trayectorias 6ptimas verifican el sistema
de ecuaciones diferenciales:

dz?
= y(zl, z2) - cos(U(z?, z2) — k) = Fy(z!, 2%, k)
dt :
1
dx? ]
— = p(z?, x?) - sen (U(z?, x2) — k) = Fy(z!, =, k)
dt

donde v(z?, x?) es una funciéon con valores reales, estrictamente posi-
tiva y cuyo logaritmo neperiano es armoénico en el subconjunto abierto,
acotado y simplemente conexo G de R2, U(z?, z?) es una conjugada ar-
moénica de In(v) en G y k es un parametro que, por las caracteristicas del
sistema [1], podemos suponer variando en el intervalo cerrado [0,2 =].

El problema fundamental que se plantea, en relacién con el siste-
ma anterior, es el de averiguar si de las infinitas soluciones que en el
instante ¢ = {, pasan por el punto =, = (z,!, z,?), existe una que pase
por z, = (x,%, =,2) en algun instante {,, finito y mayor que #,, y que esté
contenida en la clausura de G. .

Los resultados de caracter general sobre sistemas auténomos que
utilizaremos pueden verse en [4], y se daran sin demostracion, salvo
que ésta presente interés especial.

Las curvas integrales de todo sistema auténomo tienen la siguiente
propiedad:

Si (B4(?), Ba(f) ) es una solucidn de un sistema auténomo en el inter-
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valo [i,, #,), la funcién (B,(t—h), B(i—h) ) es otra solucién en el inter-
valo [t, + h, t, + h), cualquiera que sea el numero real h.
En otros términos: toda traslacion, a lo largo del eje 0, transforma
curvas integrales en curvas integrales.
Para un sistema auténomo cualquiera
dxi
— = Fix, z%),i = 1,2 [?]
dt

existen soluciones constantes si y so6lo si el sistema
Fi(z, 2%) = 0,0 = 1,2

admite alguna solucién. Es evidente que el sistema [1] no puede poseer
soluciones constantes.

Llamaremos trayectoria a la proyeccion ortogonal sobre el plano
t{ = 0 de cualquier curva integral. Cada trayectoria es imagen de infi-
nitas curvas integrales: todas las que se obtienen de una dada por tras-
lacion a lo largo del eje Of.

Habiéndose asegurado de que las funciones F, y F, verifican las
condiciones suficientes para que por cada punto (#,, =,, Z,2) pase una,
y sblo una, curva integral, por cada punto z, de coordenadas (z,%, z,?)
pasara una unica trayectoria. (Este es el caso del sistema [1] que, por
ser diferenciable, es Lipschitciano.)

Siendo z, un punto dado de G y M(z,) la trayectoria que pasa por ¢l
entre las infinitas curvas integrales que tienen por imagen a M(z,) ele-
giremos aquélla que corta al plano t = i, en el punto (I,, T,, Z,?). Es
decir, la curva integral (Z, B,(1), B.(I) ) verifica (B,(Zo), Ba(lo) ) = (To?, Zo?).

Puesto que la imagen de una curva integral constante es un tnico
punto del plano { = {,, puede ocurrir que dicho punto sea el (I,, 0, 0).
En tal caso, llamaremos singulares a las trayectorias con dicha propiedad,

Si M es una curva integral no singular, no existiran puntos en los
que la tangente sea paralela la eje Oi. Por tanto, la tangente a M, en un
punto (I, z), se proyecta ortogonalmente en el plano { = 0 en la tangente
en  a la trayectoria imagen de M. Una trayectoria no singular tiene, en
consecuencia, tangente en cada uno de sus puntos.

Es interesante observar que en el estudio de las trayectorias del sis-
tema [1] la funcion v(r?!, x2) no desempefia ningun papel esencial, es
decir, las trayectorias del sistema [1] coinciden con las trayectorias del
sistema que se obtiene al suprimir en aquél la funcién o(z?, z2). Esta
propiedad es consecuencia del préximo lema.

1.1. LeEma. Toda solucion del sistema [1] se obtiene mediante
una unica cuadratura de una solucién del sistema

dx?
= cos (U — k)
dz
3
d? (3]
= sen (U — k)

dz
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Demoslracion.  Sea (B,(z), B,(z)) una solucién de [3] definida en
[zo, 1], que verifica las condiciones iniciales (z1,, £2,) = (Bi(20), BalZo) )-
Para cada z del intervalo [z,, z,] se define una funcién «(z) por la siguien-
te igualdad:

. , z ds
=) = [ — 4
o / 20 0(Ba(s), Bals) ) H

La funcién z — o(z) es diferenciable y estrictamente creciente en el in-
tervalo [z,, z,], transformando dicho intervalo en el [f,, #], donde {,
es dado y t; = «(z,). Por tanto, existe la funcion inversa ¢ - «—(#), que
es diferenciable en [#,, #;] ¥ que transforma dicho intervalo en el [z,, z,].
Entonces, la funcién

(Ba(e=2(1) ), Bala=2(1) ) ) (5]

es una solucion del sistema [1], esta definida en el intervalo [#,, I,] ¥
en el instante # = #, pasa por el punto (z1,, 22,). En efecto, se comprueba
sin dificultad que [D] estd definida en todo el intervalo [{,, #,] ¥ que sa-
tisface las condiciones iniciales dadas. Por otra parte, al ser (8,(z), B.(z))
una solucion de [3], se verificara: ’

dB4(2)
= c08 (U(B4(2), Balz) ) — k)
dit
dBy(z)
= son (U(R(2), Bale)) — B)

de donde, sustituyendo z y dz convenientemente, se obtiene

d@y(o—(f) )
dt
dBy(o—(1) )
di
lo que prueba la tesis.
Sin mds que invertir los papeles de I y de z, en el razonamiento ar-
terior, quedaria probado el siguiente

= (Ba(e=(8) ), Ba(e=2(1) ) - cos (U(Bo(x=(1) ), Ba(e—2(1) ) — k)

= v(Ba(o(1) ), Balo(1) ) - sen (U(Ba(a—2(1) ), Ro(a—21) ) — )

1.2. Lema. Toda solucién del sistema [3] se obtiene mediante
una unica cuadratura de una solucién del sistema [1].

2. TIEMPO PASADO EXTREMO Y TIEMPO FUTURO EXTREMO
EN UN SISTEMA ARMONICO-EXPONENCIAL

Dado un sistema diferencial, no necesariamente auténomo, bajo
ciertas condiciones es posible asegurar que por cada punto (z1,, z2,),
de un cierto conjunto, pasa una, y sélo una, trayectoria en un instante
dado t,. En otras palabras, existen una funcion (8,(1), 8,(f) ) y un inter-
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valor (a, b), que contiene a i,, tales que la funcion satisface el sistema
para todo ¢ € (a, b) y ademas (z%, %) = (Ba(lo), Ballo) ).

Para un sistema y un punto z, = (z%,, =?;), dados, representare-
mos por (I—, {+) mayor intervalo abierto al que se puede prolongar
la solucién que pasa por z, en el instante I,. Los valores i— y i+ re-
ciben habitualmente los nombres tiempo pasado extremo y tiempo
futuro extremo, respectivamente, pudiendo ser i— = — w0 y i+ = 4 oo.

El proximo teorema es una version para sistemas auténomos de un
teorema demostrado por S. Faedo. La demostracién puede verse en [4].

2.1. TeoremA. Silas funciones F, y F,, del sistema [2], son con-
tinuas en todo el plano, si existe una funcion real y continua w({, u),
para todo u €[0, + ) y todo ¢ € (a, b) y tal que

a) u - w(t, u) es no decreciente para todo ¢ € (a, b) con respecto a u;
b) para todo (z!, z2) y todo t e (a, b) se verifica
zt - Fy(zt, 2%) 4 2% - Fo(at, %) < |(21, 2%)] - w(l, (22, 22)])

c) todas las curvas integrales de la ecuacion

du

= w(l, u)
dt

tienen el tiempo futuro extremo i+ = b;

entonces también es i+ = b para todas las curvas integrales del sis-
tema [2].
Sustituyendo a) por

a’) u - w(t, u) es no creciente para todo I € (a, b) con respecto a u,

y poniendo en c¢) — = a, la conclusién del teorema es que también vale
i— = a para todas las curvas integrales del sistema [2].

2.2. CororLario. Los valores {+ y i—, para cualquier curva inte-
gral del sistema [1], son 4+ o y — o, respectivamente.

En efecto, tomemos como funcién w(?, u) la funcién constante w(?, u) =
= 1, que es continua y no decreciente con respecto a u para todo
t € (—o0, +o)yu €[0, 4+ «). La condicién b) se prueba sin més que des-
arrollar la expresion

(x* - sen (U — k) — a2 - cos (U—k))* =0

y trasponer términos.
Puesto que las curvas integrales de la ecuacién

du
dt

=1

son las rectas u =t 4 cte, para ellas es {+ = -+ o y, consecuentemente,
también lo serd para las soluciones del sistema [3]. Finalmente, si lla-



mamos { a la variable independiente del sistema [1], 7 se relaciona con
{(del sistema [3]) por la igualdad

—— fz ds
¢ 1, v(B4(s), Bels) )

siéndo (B,(f), B.(f) ) una solucién de [3]. De aqui que sea el tiempo fu-
turo extremo del sistema [1] también + oo.

Con andlogos razonamientos se prueba que i— = — oo,

2.3. LeEmaA. Sea (Bl(t), B.(#) ) una solucién del sistema [1] para un
; = k, fijo. Entonces, uno al menos de los limites

lim = B,(f) , Lm  By(1)
t—— 4o t——> +o

no existe o es c. (Analogamente, para { —— — 0.)

Demost.racién. Supongamos que ambos existiesen y fuesen finitos.
Sean y, e y,, respectivamente, sus valores. Entonces habra tres posibi-
lidades:

a) Las dos funciones, B, v B,, son monétonas en sendos entornos de
I = 4 o.
b) En todo entorno de { = + o las dos funciones $, y 8, cambian in-
finitas veces de crecientes a decrecientes.
¢) Una de ellas verifica la condicién a) y la otra, la condicion b).
Si se verifica a)
’ dpi(t)

Fi(yy, Usy ko) = lim  Fy(By(?), Ba(t), ko) = lim =0
>+ t——> -+ di

para i = 1, 2, por lo que (y,, ¥,) seria un punto singular del sistema [1]
al verificarse
Fi(Yss Yoy ko) = FolYy, Yoy ko) = 0

En el caso b), aplicando el teorema de Rolle, se comprueba que exis-
ten las sucesiones

i

O<ty <t <....> 4+
O <ty <t <....> 4
tales que ‘ '
- dp,(1) ] dBa(l)
lim =0 y lim =0
n-— oo di [t =1, n— o dt [t =1V,

y, por tanto, se verifican:

_ dp,(t) ] A1)
lim =0 vy lim =
t——>o0 di t——o0 dl




También en este caso se cumplird

' . dapi(?)
lim  Fi(By(2), Ba(t), ko) = lim
t—> -0 t—>-+o dt

de donde
Fy(¥1, Yoy ko) = Falys, Yo ko) = 0

siendo, de nuevo, el punto (y,, y.) singular.

En el caso ¢) se procederda de modo analogo con cada una de las dos
funciones B,(f) y B.(), llegandose a igual contradiccion. Esto completa
la demostracion del lema.

Una curva integral (B,(#), B,(1) ) del sistema [2] se llama peri¢dica si
existe un numero real e > 0, tal que:

(Ball+e), Ro(l-+e) ) = (Pa(l), Ba(D))

para todo t € (—o, +o) (supuesta la existencia de 8, y de B3, en todo el
eje 0f; lo que ocurre, por ejemplo, con las soluciones del sistema [17]).
Si el subconjunto del plano # = 0

{{zt, z?) = (Bu(f), Ba(B) ) 1 T > 1o}

es acotado, para una cierta curva integral (8,(f), B,(f) ), se dice que la
correspondiente trayectoria es acotada en el futuro. (Similar definicion
tienen las trayectorias acotadas en el pasado sin mds que sustituir en
la anterior t > i, por i < i,.)

La proyeccion sobre el plano ¢ = 0 de una curva integral periédica,
no constante, recibe el nombre de circulo.

2.4. Teorema (de Bendixson). Toda regiéon del plano t = 0, li-
mitada por un circulo del sistema [2], contiene al menos un punto sin-
gular.

2.5. TeoreMA. La condicién necesaria y suficiente para que el
sistema [2] admita soluciones periddicas es que admita al menos una
trayectoria acotada en el futuro o en el pasado.

2.6. CoroLario. Las trayectorias del sistema [1] no son acotadas
en el pasado ni en el futuro.

Demostracién. Por reduccion al absurdo. Si existiese una trayec-
toria del sistema [1], acotada en el pasado o en el futuro, existirian cur-
vas integrales periddicas por el teorema 2.5. Si dichas curvas integrales
. no son constantes, la trayectoria seria un circulo, existiendo al menos
un punto singular en el interior del recinto plano limitado por é1 (por 2.4.).
Si las curvas integrales fuesen constantes, la trayectoria seria también
singular. En ambos casos, la existencia de puntos singulares es la con-
tradiccion que buscdbamos.
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3. DOS TEOREMAS SOBRE TIEMPO DE TRANSICION

Las trayectorias del sistema [1] estdn incluidas entre las soluciones
de la ecuacion diferencial

sen(U — k) dz* — cos(U — k) dz® = 0 [6]

obtenida de dicho sistema por eliminaciéon de di.
Fijado un valor de k, sea k,, para cualquier z, del conjunto (apar-
tado 5)

G — U ¢k, p)
p € C(ky)

la funcion #g(U — k,) es Lipschitciana en todo un entorno de z, y, por
tanto, existe una unica solucién de la ecuacion

dz?
= 1g(U — ko) . (7]
dxt
que pase por i,.
Si z, pertenece al conjunto
U c(ko, p)
p e Ck,)
en virtud del lema 5.1, z, perteneceria también al conjunto
G — U dge, p)
p € D(ky)

y la funcién cotg (U — k,) seria Lipschitciana en un entorno de z,. Por
tanto, por x, pasara una unica solucién de la ecuacién

dz?

= cotg (U — k) [8]
dz?

Sea z, un punto de una de las bandas C;(k,) (apartado 5), para algin
ko, y sea M(k,) la trayectoria correspondiente. Entonces:

3.1. Lema. Para todo z; € M(z,) - Gi(k,) el tiempo de transicion
de z, a z, es finito.

Demostracion. Siendo z, = (x1,, 22%), ; = (21, %) y 2* = f(z?)
la ecuacion de la trayectoria M(zx,) en el intervalo [z?,, z2%,], el tiempo
de transicion de x, a x,, a lo largo de M(zx,), viene dada por

Tty dx?t
o=ty = f [9]
aty v(at, f(z?) ) - cos(Ulz?, f(z?) ) — ko)

Al ser integrando una funcién continua de la tnica variable z! en el in-
tervalo cerrado [z%,, x!,], la integral anterior existe y toma un valor
finito.
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Anilogamente, siendo z, un punto de una de las bandas D;(k,), para
algun k,, y siendo M(r,) la trayectoria que pasa por z,, se verifica el
siguiente

3.2. Lema. Para todo x; € M(x,) - Dj(k,) el tiempo de transicion
de x4 a x, es finito.

Los dos resultados anteriores se pueden ampliar por medio del si-
guiente

3.3. TeoreEwma. Si existe una trayectoria M uniendo los puntos
x, ¥ x, de G, el tiempo de transicion de z, a ¢, a lo largo de M es finito.

Demostracion. Supongamos que la trayectoria M es la correspon-
diente al valor k, del parametro % y sean

{pupe ooy Y {40 Qa0 G}

los subconjuntos de C(k,) y de D(k,). respectivamente, para los que las
intersecciones

M - c(ko, pi) ¥y M - dlko, 7))

parai = 1,2,...,ryj=1,%2,...,s, son no vacias.
Denotemos por A;, A,, ..., Aq los puntos en los que las curvas
c(ko, pi) cortan a la trayectoria M, y por By, B,, ..., Bp los puntos en

los que las curvas d(k,, ¢j) cortan a M. Evidentemente, se verifican las
relaciones a > ry b > s. Ademas, puesto que M no puede ser cerrada
ni contener arcos cerrados, existe una unica forma de ordenar los pun-
tos anteriores cuando M se recorre de r, a x;. Representemos por

PUPS;"'yPTL‘

la ordenacion citada, donde los puntos P; cumplen las siguientes con-
diciones:

a) parai =1,2,...,7 Pie{A, .., Aq By, .., By, T, 7,},

b) P; es anterior a P;+, al recorrer M de z, a z,,

c) entre P; y P;y, no existen elementos del conjunto definido en el
apartado a).

Sea, finalmente, {Q,, Q,, ..., Qx—,} un conjunto de = — 1 puntos
que verifican la siguiente condicién:

Q; pertenece al arco abierto de M de extremos P;, P;+,. Puesto que,
en cada uno de los arcos de M,

Zo Q1 Q102 ..., Orn—2Qn—1, Qn—1Ty

se verifican las condiciones de uno de los lemas 3.1 y 3.2, y sin mds que
tener en cuenta que el tiempo de transicion de x, a x; es la suma de los
tiempos de transicion a lo largo de cada uno de estos arcos, el teorema
queda probado.

Hasta ahora hemos dado el nombre de trayectoria a la proyeccion
sobre el plano { = 0 de una solucién del sistema [1] o, también, a una
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solucion de la ecuacion [6], para un cierto valor k, del pardmetro k. El
concepto de trayectoria necesita ser ampliado por dos razones de dis-
tinta naturaleza: )

a) porque en un problema de tiempo 6ptimo las soluciones natu-
rales no requieren una pendiente continua, y

b) con la definicion que hemos venido utilizando no podemos ga-
rantizar que cualesquiera puntos de G puedan ser unidos por una tra-
yectoria.

Conservaremos la palabra trayectoria en el sentido en que la hemos
venido utilizando.

4. DOS TEOREMAS DE EXISTENCIA DE CAMINOS

4.1. DerFiNicION. De un conjunto finito de curvas {M;, M,, ..
.., Mp} se dird que constituyen una trayectoria poligonal que parte
de z,, si existen las constantes k,, k,, ..., kn, iguales o no, tales que:

a) cada M; es una solucion de [6] para &k = ki;
b) M;-Mip, % @ ,parai =1,2,...,n—1;
¢) z, € M,.

Observemos que si z; es un punto de la curva M, existen diferentes
formas de ir desde z, hasta z,, deducidas de una misma trayectoria po-
ligonal: basta que alguno de los conjuntos M; - Mj, j % i + 1 sea no vacio.
Ademas, como caso particular, puede ser n = 1.

Sea {M,, M,, ..., M,} una trayectoria poligonal que parte de z,
y sea z; un punto de M, no perteneciente a M,—,.

4.2. DeFINICION. Llamaremos camino uniendo x, con z, a todo
conjunto finito de arcos de curva

© 2oQ1, Q1Q2 - -+, Om—2Qm—1, Om—1Qm, Qm®, [10]
determinado por los puntos o, Q,, ..., Om, x;, tal que:
a) 0QiQi+, estd contenido en un My, para alginj = 1,2, .. , n,
b) x,0Q, esta contenido en un Mj, para algunj =1,2,...,n,
c) Oma, estd contenido en un My, para algin j = 1,2, ..., n, ,
d) la interseccion de dos cualesquiera de los arcos [10] o es vacia o

contiene un unico punto.

El numero de caminos correspondientes a una trayectoria poligonal es
distinto de cero y finito. De entre todos ellos existe uno, al menos, a
lo largo del cual el tiempo de transicion de x, a x, es menor que a lo
largo de los restantes.

4.3. Lema. Siendo M, y M, dos semitrayectorias a la derccha, que
parten del punto z, = (x!y, 22,) € G, correspondientes a los valores
ky ¥k, del parametro k, 2% = f,(z1) y x? = fy(x?) las soluciones de [6]
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cuyas graficas son M, y M,, [z1,, ;) un intervalo en el que estdn defi-
nidas f, y f. (como soluciones de [6]) y suponiendo que se cumple

™ ™
— — < Ulae) — ks < Ulwg) —ky < — [11]
2 A~

existen un intervalo I = [z1,, £1,) C [z1,, !;) ¥ una solucién z? = g(z?')
de (6], definida en I, tales que

para todo zt e I => f,(z?) < g(z!) < fiz?) [12]
Demostracién. Veamos, primeramente, que en un semientorno
(z1,, 1y + e) se verifica que:
para todo ! € (x1y, 1, + e) => fi(zl) < fi(x?)

En efecto, si en cualquier semientorno (z%,, ', + ¢) se verificase f,(z*) =
> fi(x) para infinitos valores de z!, se cumpliria

fi(z?) — fulz*) fa(@t) — fa(z1o)
>

ml__wlo $1——‘$10

lo que nos conduciria a la siguiente relacién entre las derivadas:

(H) + (") 2 (fa)" + (@0?) (13]

Pero al ser f, y f. diferenciables en x, y soluciones de [6] se verificardn
las relaciones

(1) + (201) = (f1)'— (Za?) = F1(z6?) = g(U(zo) — k1) [14]
(Fa) + (20") = (fa)'— (®a?) = F'a(@o?) = tg(Umg) — ki) [15]
De [13], [14] y [15] se deduce
tg(U(@o) — k1) = tg(U(@o) — k2)

lo que contradice la hipétesis [11].
Siendo k' un valor de k que verifique las desigualdades

™ ™
—5 < U(xy) — ky < U(xo) — k' < Ulg) — ky < - [16]

.

v x? = g(z?) la soluciéon de [6] obtenida con k£ = £’, la aplicacion reite-
rada de la propiedad anterior a f, y ¢, a g ¥ f., nos completa la demos-
tracion.

4.5. Lema. Para cualesquiera cuatro puntos

Ty = (T, T%), T, = (XY, TY), Yo = (T, % + L), y, = (4, 2%, + L)

que formen un paralelogramo z,x,y,y,r, contenido en G, se puede con-
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seguir, asignando a k un numero finito de valores apropiados en la
ecuacion
dx?

= 1g(U — k) [17]
dzxt

que la trayectoria poligonal correspondiente que parte de x, alcance
por el interior del paralelogramo el lado z,y,. Andlogamente, se puede
conseguir, con valores apropiados de k, que la trayectoria poligonal vaya
de cualquier otro vértice a cualquiera de los dos lados que no contienen
al vértice.

Demostracion. Vamos a ocuparnos de la primera afirmaciéon. Si
trazamos las rectas

Tyl — ot
rl =z =y + iaq,cong = —ei =0,1,2,...,n
n

T2 — T,

z = (2% + jb) + ————— (2 — z,")
Tyt — 2ot

con
T,%— x,2
b= y]=0! 1)2? ’m
m

paralelas a los lados. del paralelogramo, éste queda dividido en n - m pa-
ralelogramos R;; de vértices

(@Y, %)), (Tlit1, T2+ 17), (T4, T2,j+1), (Tlit, Th+1j+1)
siendo
T2 — T,
zhj = %y + jb + ————— (z} — 1)
Tyl —x,t

Si llamamos 8, y B, a los dos dngulos definidos por las relaciones

12— Z,®
lg B, =
Tyt — !
T+ L—x,2
1 -
7B = —
b b1

—— < B < By <—
2 2

por el teorema de la continuidad uniforme se puede asegurar que to-
mando m y n suficientemente grandes, la condicion

(z1, z2) € Ryj, (71, 2?) € Rij
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para cualquier Rjj, implicara:

. B:— B
Ulet, 29 — U@, 3] < ———

En estas condiciones, definiremos & de modo que valga en cada pare-
lelogramo Rjj:
Bl + BZ Bl + Bﬂ
k = kij = U(xi?, o%;) — —————2 = Ujj —

con lo que la ecuaciéon [17] toma en cada Rjj la forma

dzr?
= ig(U — kij) [18]
dxt
o bien:
dz? ) B, + Bz)
= lg| U(z?, x2) — U(z%, ¢%j) + ———
dxt 2

para la que se cumplen las siguientes desigualdades

B, — B4 By + B B: + B
Br = — - <U—Uj + —— <
2 2
B — By By + B
< + = B,
2 2

La curva integral z2 = «(z') de [17] (ecuacion que en cada R;j tiene la
forma [18]), que parte de =, con pendiente

1
tg(—: (B: -+ Bz))

no sélo comienza por el interior del paralelogramo z,z,4,y,%,, sino que
continua por el mismo, ya que de

d a(z?)

= tg(U(z?, afz?) ) — k)
dxt

y, hasta donde esté definida, satisfard las condiciones
d a(x1)
l9py < ——— = tg(U(e", sla?)) — k) < lgB
i

de donde
9B, - dxt < d a(zl) < g, - da?

e integrando

tgﬁl ’ (xl ———‘TIO) < O‘(ml) — % < IUBZ ' ('7"1 —«’Elu)
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y por tanto

2 + IgB; - (B — Tot) < x(z!) < T2 + IgB, - (2T — z,?)

que permite probar que dicha curva estd dentro de nuestro paralelo-
gramo, ya que estd contenida en el triangulo z,z,y,.
Haciendo z! = z!; en las ultimas desigualdades, resulta

T2 = To? + B, (T —Tot) < a(xyl) < To? + 9B, - (2 — Tot)=x,2+L
Finalmente, las relaciones
T < o(x,!) < 7,2 + L

prueban la afirmacion del lema.
~ Los razonamientos anteriores son validos también para cualquier
situacion de los puntos z, y x, distinta de la presentada en las hipoétesis.

4.6. LeEMA. En las hipotesis del lema 4.5, existe al menos una tra-
yectoria poligonal contenida en el paralelogramo z,2;y,J.&, que une
z, con z.

Demosiracion. Sean 1% = «,(x!) y £2 = «,(x') las ecuaciones de las
trayectorias poligonales que parten de z, y de z,, respectivamente, y al-
canzan los lados z,y, y Z,y,. La funcién «(x!) = o,(x!) — a,(z!) es con-
tinua en [z%,, x!,] y, en los extremos de dicho intervalo, toma los va-
lores

a(Tol) = a;3(Tol) — &a(Tol) = To? — &a(Te?) <O
A(Z11) = oy(Ty 1) — ay(T,t) = oy(@yt) — 2,2 > 0

existiendo por tanto un punto s e(zl,, =1,), al menos, en el que se veri-
ficard «(s) = 0. Consecuentemente, la funcion

a(xt), siat €[z, s)
ag(zrt) =
oy(xt), si xt €fs, 7,1]

es una trayectoria poligonal que une el punto x, con el punto z,.

4.7. TeoreMA. Dados cualesquiera puntos z,, =,€G, existe, al
menos, un camino que une z, con z,. Ademas, dicho camino estd con-
tenido en G.

Demostracion. Por ser G simplemente conexo, podemos obtener

los puntos 2y = Yo, Y1, . - - » Yn—1, Yn = T, determinando una quebrada
contenida en G y que une z, con x,. La existencia de las trayectorias
poligonales 2 = aj(z), con i = 0, 1, ..., n — 1, uniendo cada dos

puntos consecutivos y; e y;4+,, es consecuencia del lema 4.6. Ademas,
siendo (z!,, 22,) las coordenadas de x,, (z',, z%,) las de x, y (z1;, z%) las
de yi, la funcién z? = «(x!), que en cada intervalo [z1;, x';+,] coincide
con o,(x'), es una trayectoria poligonal que une z, con x, y estda con-
tenida en G.
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La existencia de un camino uniendo z, con z, se deduce de la defi-
nicion 4.2, lo que completa la demostracion.

5. APENDICE

El estudio de las curvas de nivel cero de las funciones v - cos(U — k)
y v - sen(U'— k), armoénicas en virtud de las hipotesis del apartado 1,
son consecuencia inmediata de un teorema que publicamos en un tra-
bajo anterior ( [6], teor. 2.5). Indicaremos a continuacion sus propie-
dades fundamentales.

Para cada numero real k, G(k) y D(k) son los siguientes subconjun-
tos de Z:

1

Ck)={(pelZ:(2p +1)?—ke[m,M]

Dk) ={peZ:R + 1)n—k e[m, M[}

siendo m y M el minimo y el maximo de la funcién U en G, respecti-
vamente. .
Los conjuntos C(k) y D(k) son finitos y V p, € G(k) y V -p, € D(k)
existen las lineas:
. T
ok, pi) = | P eG:UP) = 2p, + 1) — —k

d(k, ps) = {P € G : U(P) = (2p, + 1) = — k}

En el proximo teorema se incluyen todas las propiedades de las
lineas c(k, p) y d(k, p) que se utilizan en los apartados anteriores.

5.1. TEOREMA.

a) A lo largo de la linea c(k, p) (respectivamente, d(k, p) ) la funcion
cos(U — [k) (respectivamente, sen (U — k) ) es nula;

V pi € C(k) YV ps € D(k) => ¢k, py) - d(k, ps) = @;

o
- =

¢) V pi, pa2 € C(k), py % p2 => ¢k, p1) - ¢k, p2) = @;
d) V py, p2 € D(k), py 5% p2 => d(k, pi) - d(k, ps) = @;
e) V p,eC(k)yV p, e D(k), son no vacios los conjuntos ¢(k, p,) - fr(G)

y d(k, p2) - fr(G).

La region G queda descompuesta por las lineas de nivel correspon-
dientes a los distintos valores de p € C(k) en bandas limitadas por dichas
lineas. La frontera de estas bandas se compondra de arcos de la fron-
tera de G y de una o mas lineas de la familia c(k, p). Ademas, cuando fi-
guren dos de estas lineas en la frontera de una banda con distinto valor
del parametro p, éstos deberan ser dos enteros consecutivos. Utilizare-
mos los simbolos C;(k) y Dj(k) para designar las bandas obtenidas, para
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cada valor de k, respecto de las familias de curvas c(k, p) y d(k, p). (Na-
turalmente, los indices i v j toman valores en conjuntos finitos.)
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