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RESUMEN 

Se calcula el término principal de varias clases de integrales para-
métricas divergentes cuando el parámetro positivo que figura en las 
mismas tiende a cero (parámetro perturbativo). 

SUMMARY 

The principal term of several divergent parametric integrals is found 
when the positive parameter appearing in them approaches the zero 
value (perturbation parameter). 

INTRODUCCIÓN 

El problema que nos interesa consiste en averiguar (sin realizar la 
integración completa, por imposibilidad práctica en la mayor parte 
de los casos) el tipo de divergencia en c que presentan ciertas integrales 
de la forma, 

1(c) = I /(ce, c) dx [1] 

cuando el parámetro positivo c tiende a cero. Para ello se utilizarán dos 
procedimientos. El uso de uno u otro dependerá, como veremos, de la 
estructura de la función t(x, c). 

Las integrales a las que se aplican nuestros procedimientos han 
aparecido en problemas de teoría de transporte tratados a partir de la 
ecuación integrodiferencial de Boltzmann (1). Para muchas necesidades 
físicas es suficiente conocer tan sólo el «término principal» de la diver-
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gencia de las integrales (esto es, el sumando de 1(c) en que aparece la 
divergencia en c de orden más alto). Es por ello que tan sólo nos ocu
pamos del comportamiento de este término «principal». 

En la mayoría de los casos presentados, la validez de los métodos 
utilizados ha sido comprobada por comparación con algunos resultados 
exactos que se encuentran en conocidas tablas de integrales, citadas en 
las referencias. 

Presentamos un ejemplo de integral paramétrica divergente, de com
portamiento singular conocido y cuya divergencia principal no ha sido 
posible obtenerla por nuestros procedimientos. Con este ejemplo se 
pretende atraer la atención del lector, orientándolo hacia el cálculo de 
la parte principal de esta última integral a base de una ampliación de 
los métodos aquí presentados. 

PRIMER MÉTODO: DIVERGENCIA DE 1(0) EN PUNTOS AISLADOS 

En todo lo que sigue supondremos c > 0. Se supondrá, igualmente, 
que 1(c) es convergente cuando c > 0. La aplicabilidad de este primer 
método vendrá restringida a los casos en que f(x, 0) haga divergente a 
1(0) a causa del comportamiento singular de f{x, 0) en un número finito 
de puntos de la recta real a distancia finita del origen x ~ 0. Puesto 
que la generalización del método es obvia, se ha preferido, para mayor 
claridad expositiva, utilizar dos ejemplos significativos. Dejamos al 
lector la formalización del método, así como la aplicación del mismo a 
los ejemplos que se van citando en el trabajo. 

Comencemos, por tanto, estudiando el caso en que 

/i(ír, c) = exp ( —x) • (x + c)-^ [2] 

Es obvio que para c > O la integral Ii(c), correspondiente a la función 
/ i de [2], es convergente. 

Por otra parte , se tiene 

f^{x, 0) = exp(—œ) • j r - i 

función que presenta una singularidad para x = 0. Esta singularidad 
implica la divergencia de li(0). 

Para aislar las singularidades (sólo una en este caso), en el interior 
de intervalos finitos de integración, realicemos la descomposición 

Ii(í^) = / fii^, c) dx + / fi(x, c) dx [3] 

De las dos integrales que aparecen en [3], sólo la extendida al inter
valo finito [O, 1] es divergente cuando c = 0. La integral extendida al 
intervalo [1, oo] es analítica en c en el entorno de c = O, Llamando Ai(c) 
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al valor de esta última integral y sin más que desarrollar exp(—x) en 
serie de potencias de x alrededor de ¿r = O se tendrá: 

ri 00 (—1)" 
Ij(c) = Ai(c) + (ir + c ) - i S xn ' dx [4] 

J n = 0 n\ 
o 

y puesto que exp(—-x) admite un desarrollo uniformemente convergente 
en [O, 1] podrá también escribirse: 

Ii(c) = Ai(c) + / (a; + c)-^ dx + 

4- S — / {x + c ) - i xn dx 

o 

esto es, 

00 (—l)n / - i 
S — / I 

n = l n! J 

00 (—l)n /-i 

n = l ni ^ 
Ii(c) = Ai{c) + Zn (1 + c) — /n c + S I ix + 

-I- c — c)« (a; + c)—^ dx = Ai(c) + /n (1 + c) — i n c + 

00 (—l)n /-I 
s 

n==l ní ./ 
da? [ix + c)«—1 — . , . —(—^1)̂ 1 en ix + c)—^ 

[5] 

Llamando Ai (c) a la parte analítica en c de la expresión [5], se 
tiene 

^ 00 

Ii(c) = Al (c) — In c + S c"/ní / dx{x -i- c ) - i 
00 / • ! 

= Al (c) — [In c ' exp (c)] 

luego la parte principal de la divergencia de Ii(c) vale (— In c). Este 
resultado vendrá denotado, en lo que sigue, en la forma: 

Ii(c) Inc [6] 

El resultado [6] concuerda con el de la referencia 2. 

Un método análogo al empleado para Ii(c) nos permite calcular el 
término principal de la divergencia en c que presentan las integrales 

•r I i(c; Ti, Ta, Ta) = I exp (— xr^) [x -\-

0 

+ c)-r^ x-r^ dx, Ti > O, Ta > O, O < Tg < 1 [7] 
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cuando c \ 0. Puesto que para c > 0 las integrales de [7] son conver
gentes y para c = 0, li(0; ri, t.^, r^) es divergente si Tg + Tg > 1 debido 
al comportamiento del integrando de [7] en a? = 0, el método anterior 
será también aplicable en este caso más general. Sin más que utilizar 
el desarrollo uniformemente convergente de exp(-— xr^) y separar la 
parte analítica en c se podrá escribir: 

Ii{í^; r^, 7-2, Tg) = A l (c ; Ti, Ta, Tg) + 

s 

n=0 
S ^ l)"7n! / (̂ ,;.1J,, ^._,.3(.c _^ ^)_;-2 /̂̂ , [-gj 

en donde n recorre todos los valores enteros positivos, tales que {nr^ — 
— Ta — Tg) < — 1 . 

Puesto que no estamos interesados en el cálculo de la parte diver
gente de Ii(c; Ti, Tg, Tg), sino tan sólo en la parte principal de la diver
gencia Pi(c; Ti, Tg, Tg) basta considerar el primer término divergente 
de [8], esto es: 

í 
1 

X-r^ • {X + C)-^^ . dx [9] 

El comportamiento en c de [9] es bien sencillo. En efecto, cuando 
2̂ + ''3 > I5 sin más que hacer en [9] ¿c = cf se tiene: 

/ 
X-r^ ' {x + c)-r^ • dx = ¡ t-r^ {I + l ) - r , • C^~r^-r^ • dt = 

= A(c ) • C^~r^—r.^ 

siendo A(c) la función analítica en c (en el entorno de c = 0) dada por: 

^-r A{c) - I t-rjt -f 1)-^ df 

o 

Así, pues, en este caso se tiene: 

h{c; r„ r „ Tg) ^ A(0) • cW3-r3 [IQ] 

Cuando Tg + Tg =^ 1 se tendrá: 

X—(1—r^) • {x -{- c)—r^ . cííc 

M i - r J (/ -f l ) - r , . f// r i l l 

y con x 

I i{c ; Ti, 

== d 

I i ( c ; Ti 

/•2, 1 -

, r„ 1 ^ 

- r , ) ^ 

- ra) 

^ / • • ^ 
0 

~r 
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Puesto que [11] es divergente (cuando c = 0) debido al comporta
miento del integrando en / = + oo, el comportamiento en c de la in
tegral 

es idéntico que el de la integral: 

Ve 

/ 

Ve 
i-{'~rj ' t-r^ dt = In t = — In c 

Luego 

Ii{c; Ti, r^, 1 —• r^) In c [12] 

En algunos casos particulares, el resultado proporcionado por [10] 
y [12] puede comprobarse con la solución exacta. Así, cuando susti
tuimos Ta = 1 y Ta = 1/2 en [9] se tiene: 

/ dx ar-^k (x + c ) - i -= 2 / dt • (t^ + c)-^ = 

< i ) [13] 

= 2 C-V2 are Ig c-^l-i = TT C-V2 + X^{c) 

siendo Ps.^{c) analítica en c (entorno de c = 0), x = t^ y habiendo utili
zado el desarrollo asintótico de are tg {c—^lz) en c \ O (3). 

El resultado contenido en [13] concuerda con el dado en [10] para 
Tg = 1, Tg = 1/2. El coeficiente TT de r~V^ en [13] puede comprobarse, 
igualmente, con el resultado exacto de la integral 

/ 

1 

exp('—-x) x—^¡2 [x + c) 

que puede encontrarse en la referencia 4. 

Igualmente ocurre si sustituimos en [9] 7\ = 1 /2 y Tg = 1 /2. En tal 
caso se tiene, sin más que poner x == l^\ 

i x-^/2 ix + c)-V2 dx ^ 2 I dt{c -\- t^)-^/2 = 

2 In {i + (c + t')+\'-i) = 2 In (1 -f (c + 1)V2) — 2 /n cVa 

o sea, Ii(c; fi, 1/2, 1/2) ^ — In c, de acuerdo con [12]. 

A la vista de cuanto se ha explicado anteriormente, no creemos que 
el lector tenga la menor dificultad en encontrar la divergencia princi
pal de otras integrales del mismo tipo a las que el método pueda apli-
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carse. Por poner algunos ejemplos, las integrales que siguen son in
mediatamente tratables: 

reo 
l^{c) = 1 sen íc • ar-i {x^ + c^)-^ dx ^ c-i (Ref. 5) , 

o 

/

oo 
{sen x)r^ ar-r^ {x^ + c^)-r^ dx ^ cr^-r^+^-^r^ ^ 

Uc) ^ I {X 

o 
Ti, Ta > O, fa > I, P^ — F^ > — 1 

2 — 2íc eos c 4- 1)-^ dx ^ c-i (Ref. 6). 

SEGUNDO MÉTODO: SEPARABILIDAD CONVERGENTE DE f{x, c). 

Continuaremos suponiendo c > O e 1(c) convergente para c > 0. 
La aplicabilidad de este segundo método es mucho más restringida, 
aunque, como se verá, muchas integrales paramétricas tabuladas per
miten ser tratadas por él. Por ser conceptual y analíticamente mucho 
más rápido que el anterior, resulta de gran utilidad combinado con él. 

El método será de utilidad cuando f{x, c) sea tal que al sustituir en 
ella la variable x por fr^ • ĉ 'a, r̂  > O, se tenga: 

/(írx .cr„c) = I.fn{t)gn{c) [14] 
n 

estando el sumatorio extendido a un número finito de términos y de
biendo ser convergentes las integrales 

/ 
Mt) 'K-' 'dt [15] 

Este tipo de separabilidad de f{x, c), como se habrá notado, ya ha 
sido en parte utilizada en el primer método. Sin embargo, se ha prefe
rido distinguir conceptualmente el primer y el segundo método por 
claridad expositiva. En algunos casos, una misma /(a?, c) es tratable 
simultáneamente por el primer y el segundo método. En tales casos, 
la rapidez de este segundo método lo hacen preferible al primero. 

Encontrados, pues TI y r^, capaces de satisfacer las condiciones [14] 
y [15], el cálculo de la parte principal de 1(c) se reduce al de calcular la 
divergencia de orden máximo en c (al tender c a 0) entre las funciones 

La operatividad del método quedará bien clara con el ejemplo que 
sigue. Sea la integral 

exp(—ex) • In X ' dx h{c) = j 

cuya parte principal se sabe que es c • (—In c) (7). 
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Puesto que la integral I^íc) cumple las condiciones [14] y [15] con 
r'i = 1 y Tg = •—• 1 se tiene 

In c roo 
13(c) == / exp{—?) In (I • c- i) • dt • c-^ = ~ . / exp(-—?) dt + 

/

Û0 in c fo 
exp{—?) In (I • c- i) • dt • c-^ = ~ . / 

-f c - i / exp(—f) • In t ' dt 

y por tanto, 

13(c) --' — c—1 ' In c 

como queríamos demostrar. 

El lector comprobará la aplicabilidad del método para las siguien
tes integrales: 

reo 
14(c) = I exp(—c • xr^) 

o 

xr^ dx Ti > o, fg > •—1 

I.{c) = I cos(ca'r) dx ,r > () (Ref. 8) 

roo 
l^[c) = I A{x) H{x, c) dx, con A(ír) acotada en [O, 00) 

y H{x, c) satisfaciendo a las condiciones [14] y [15]. 

[exp(cíc)—l]-i xr dx, r > O (Ver Ref. 9) .,(.) = /° 

La última de estas integrales, 17(c), sin embargo, puede también tra
tarse por el primer método. 

Algunos ejemplos de integrales paramétricas a resolver. 

Proponemos a continuación algunos ejemplos de integrales a las 
que los métodos anteriores no son aplicables. Sería de desear el desarro
llo de nuevos métodos capaces de proporcionar el término principal de 
estas integrales paramétricas cuando c\0. 

Sea la integral 

•f l8(c) = / [(1 + c^ x^)-"- -— exp(---Aa;)] x-^ dx - A > O 
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Es obvia la convergencia de la misma para c > 0. Sin embargo, 
para c = 0 la integral resultante diverge por el comportamiento del in . 
tegrando en ¿c = oo. Es por ello que l^ic) no es tratable por el primer 
procedimiento. La no separabilidad convergente de fsic) es obvia, por 
lo que tampoco será aplicable a la misma el segundo método. Las dos 
integrales en que se descompone Igíc) 

f (1 + c2 ¿c2)-i ar-i dx 

/

CO 

exp(—Ax) ' xr-'^ dx 

o 
son separables, pero ambas son divergentes, incluso para c > 0. Por otra 
parte, el cambio de variables, x = 1/í, convertiría la singularidad del 
integrando f^lx, c) en x = co al punto t = O, Sin embargo, tal proceder 
nos conduciría a la función exp(—At—^) con una singularidad esencial 
en i = 0. Por ello tampoco parece útil la aplicación del primer método 
a la nueva función ¡^{t, c) así obtenida. 

Consideraciones similares pueden hacerse respecto de las integrales 
/•oo 

I,(c) = / [(1 -f cx)-^ — exp{~Ax)] ar-i dx {10) 

o 

Ii«{c) = f 
00 

exp{—cx^) ' eos X ' dx (II) 

El resultado final de la aplicación de nuevos métodos, capaces de 
tratar a ls(c) e lg(c), debe ser 

Uc) -^ Uc) - ln{Alc) (10) 

El desarrollo de nuevos métodos, capaces de t ra tar las divergencias 
principales de Ig, I» e lio ^s el problema abierto que proponemos. 
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