METODOS GRAFICOS PARA EL ESTUDIO
DE CONJUNTOS INFINITOS

por

R. Acuapo-Muroz PraDa (*)

1. JUSTIFICACION.

Es un hecho que el estudio de los conjunlos infinilos esta ausente
de los tres niveles educativos. Es dificil saber las razones de tal ausen-
cia. El objeto de este trabajo es mostrar que los métodos graficos ayu-
dan a construir un camino para el tratamiento elemental de los con-
juntos infinitos. Con ello intentamos deshacer une de los prejuicios que
se oponen a la apariciébn en los programas, a saber: la dificultad que
encierra la enseflanza de tales conceptos.

Hemos desarrollado el tema de manera lineal, sin destacar qué cues-
tiones concretas se podrian estudiar en la E. G. B., cudles en el Bachi-
llerato y cudles en la Ensefianza Superior. Pero advertimos desde ahora
que la mayor parte de las ideas se podrian desarrollar en la E. G. B., caso
de que se estimara conveniente. Y esto es asi, porque el requisito fun-
damental es el conocimiento del concepto de aplicacion; y es bien sa-
bido que esta nocion se estudia en la E. G. B.

2. INTRODUCCION AL TEMA.

Vamos a estudiar el problema de el nimero de elemenitos que tienen
los conjuntos. De entrada se observa que hay dos tipos fundamentales,
a saber: conjunios finilos y conjunios infinitos.

Conjuntos finitos son, por ejemplo, el conjunto de pelos de una ca-
beza y el conjunto de pelos de todas las cabezas del mundo.

Son conjuntos infinitos: el conjunto de los nimeros naturales, el
conjunto de puntos de una recta, el conjunto de puntos de un segmento...

(*) El autor, catedratico del Instituto ¢Cardenal Herrera Orias, present6 este trabajo
en el «Seminario Permanente de Matemaéticas» en el Bachillerato del ICE, de la Univer-
sidad Auténoma de Madrid.
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Un conjunto finito est4 caracterizado intuitivamente por el hecho
de que si extraemos un elemento del conjunto y luego otro distinto, y
luego otro distinto de los anteriores, etc., llega un momento en que ago-
tamos los elementos del conjunto. Si el conjunto es infinito, el proceso
anterior no agota los elementos del conjunto.

En lo que sigue trataremos de comparar conjuntos, dando sentido
a frases como:

«Hay el mismo nimero de puntos en una recta que en un segmento.»
«Hay madas numeros reales que naturales.»

3. CONJUNTOS EQUIPOTENTES.

Para comprobar que dos conjuntos finitos tienen el mismo nimero
de elementos, podemos hacer dos cosas: Una, contar los elementos de
cada conjunto y ver que tienen el mismo numero. Otra, establecer una
biyeccién de un conjunto en el otro. De esta segunda manera es posi-
ble que ignoremos el nimero exacto de elementos, pero tiene la ventaja
de poderse aplicar también a conjuntos infinitos.

Definicion 1.

Decimos que los conjuntos A y B son equipotentes, o que tienen
‘el mismo cardinal, o que tienen el mismo numero de elementos,
cuando existe una biyecciéon f : A - B.

Si A y B son equipotentes, escribiremos A 3 B (A equipotente a B),
y.también # A = 4t B (cardinal de A = cardinal de B).

Se cumple:

10 X4 X,

2.0 Si X# Y, entonces Y # X,

302 SiX3#Ye YdZ, entonces X3 Z,

para cualesquiera conjuntos X, Y, Z.

Ejemplos y ejercicios.

1. SiendoN ={0,1,2,3,...},P ={0,2,4,6,...},1 ={1,3,5,7, ...},
se verifica

HN =H#P =41

iN tiene el mismo cardinal que una de sus partes propias!
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Este es un procedimiento para numerar los enteros «sin dejarse
ninguno».

La biyecciéon f : Z — N se puede definir asi:

2z — 1] + 22 — 1

firxz—>2z — o
22 — 1] o ¢

3. Hay el mismo numero de puntos en un segmento «chico» que en
uno «grande»:

Ve \ \\\
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3+ [a, b] = 4 [C, a) e X o
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4. Hay el mismo nimero de puntos en un segmento cerrado que en
uno abierto: i

g o

I

4
= -~ b
<
‘Q--O_’

Este grafico establece una biyeccion f : [a, b] — [a, b].
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9. Hay el mismo nimero de puntos en un segmento abierto que en
una recta:

4, CONJUNTOS NUMERALES.

Definicion 2.

El conjunto A es numerable cuando A es equipotente a N.

Los conjuntos N, P, I, Z son numerables.

Ejemplos y ejercicios.

6. El producto cartesiano N X N es numerable:

N;L\ < o o . °
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AN
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Del grafico se deduce la biyeccion:
(@ +b)(a+b+1)
2

(@ + b)(a +0 + 1) : ‘
+ b, sia + b esimpar

+ a, sia + b es par

[:N x N—>N:(ab)—q

2

7. Z x N es numerable:

8. El producto cartesiano de conjuntos numerables es numerable.
9. La unién finita de conjuntos numerables es numerable.
10. La unién numerable de conjuntos finitos es numerable.
11. La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

Sea {A,, A;, A, ...} un conjunto numerable de conjuntos nume-
rables. .

Para que no haya elementos repetidos, podemos considerar los con-
juntos A, A, — Ay, A; — (A, U A,), que seran finitos o numerables,
y disponer sus elementos por filas:

Ao a ~a a ™
A | e -
oo o1 02 o3
 d
A1_A° 0"° a4 012/013 -----------
el »~
A2 —‘AOUA1l 020 021 022 023 """"""""
~

12.  Q es numerable.
13. El conjunto de polinomios Q(X) es numerable.
14. El conjunto de numeros algebraicos es numerable.
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5. CONJUNTOS INFINITOS.

Definicién 3 (de PAPY).

Llamamos retahila de origen z,, definida en el conjunto A, a’
toda relaciéon que satisface las condiciones siguientes:

De z, parte una sola flecha que acaba en z, 3= 7, € A,

De z, parte una sola flecha que acaba en z, ¢ {z,, Z;:} € A,

De z, parte . ..

Retahila definida en A.

Definicion 4.

Un conjunto es infinito cuando en él se puede definir una retahila.

Proposicién 1. El conjunto N de los numeros naturales es infinito
(en €l se puede definir la retahila 0 - 1 -2 - 3 — ...).

Proposicion 2. Todo conjunto infinito contiene una parte nume-
rable. (El conjunto de todos los origenes de las flechas de una retahila
definida en el conjunto.)

Consecuencia: Podemos decir que los conjuntos numerables son los
«mas pequenos» de los conjuntos infinitos. :

Definicion 5

Un conjunto es finito euando no es infinito.
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2

Proposicion 3. Todo conjunto infinito es equipotente a una 1
de sus partes propias. I

Demosiracion (de PAPY): Sea A un conjunto infinito. Existe una
retahila definida en él:

f:A— A—{z,}es una biyeccién de A en la parte propia A — {Z,}

Demostracion (de KOLMOGOROV): Si A es infinito, contiene una
parte numerable N, entonces:

f: A —> A—Tesuna biyeccion.



Proposicién 4. Todo conjunto equipotente a una de sus partes
propias es infinito.

Demosiracion (de PAPY): Sea B una parte propia de A y f una biyec-
ciéon de A en B.

Existe un z, € A — B. Como f(z,) € B, entonces f(z,) % z,, lo que
implica que f%x,) ¥ f(x,). Lo cual, unido a que f*z,) € B, implica f3z,)
¢ {xo, f(zo)}. Andlogamente, f3(z,) ¢ {Zo f(To), [2(To)}, etc. Entonces:
Zy = f(To) = f2(xo) - [*(x,) - ... es una retahila definida en A. Lo que
implica que A es infinito.

6. TeEOREMA DE DEDEKIND.

Teorema 1 (DEDEKIND).

Un conjunto es infinito si, y sélo si, es equipotente a una de sus
partes propias.

Demosiracién: El teorema es consecuencia inmediata de las propo-
siciones 3 y 4.
Consecuencia del Teorema 1:

Si F y G son dos conjuntos finitos con el mismo niumero de elemen-
tos y f es una inyeccion de F en G, entonces f es una biyecciéon de F en G.
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Demostracion: Si la aplicacion f no fuera suprayectiva

entonces la aplicaciéon compuesta de las dos biyecciones:

G —— F —— f(F) seria una biyecciéon de G en una parte propia
de G. Y G seria un conjunto infinito.

Proposiciéon §. El conjunto R de los nimeros reales es equipotente
segmento abierto 10, 1[.

Nemostracion. La aplicacion f : 10, 1[—»]a, b[: ¢ - (b —a) x + a es

tiva (b # a).
todos los segmentos abiertos son equipotentes al
' tanto, todos los segmentos abiertos son equipo-
—T ™
g:|—,—| >R:z->tgz
2 2

es biyectiva. Lo que prueba que R es equipotente
—T 3
al— , —
2 2

¥y, por consiguiente, R es equipotente a]0, 1.
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Teorema 2

El conjunto R de los niimeros reales no es numerable.

Demostracion (de CANTOR): Bastara probar que el segmento ]0, 1[
no es numerable.

Si el conjunto ]0, 1[ fuera numerable, existiria una lista:

g = 0"Aoo Ao oz - -+ -« - .. Qon - -+
€ =0 108, Q5.0 0..... an .
an=0"Arnoln1@ns .. ...... Ann

donde aparecerian todos los numeros de ]0, 1[ en su forma decimal.
Pero el numero

b=0bobyb,...
en el que
bo = 1,sia90 + 1 by = 1,siay,5#1
: , ete.
by = 2,siae =1 b, =2,sia;,;, =1

es un numero de ]0, 1[ que no puede estar en la lista. En efecto, b no
puede ser a, porque difieren en la primera cifra decimal, tampoco puede
ser «, porque difieren en la segunda cifra decimal, etc.

Ejercicios

15. EIl conjunto de los numeros irracionales es no numerable.
16. EIl conjunto de los nimeros trascendentes es no numerable.

8. EMPAREDADOS.

Proposicion 6 (emparedados)

Si un conjunto es equipotente a una de sus partes propias, es
equipotente a todo conjunto intermedio.

Esto es:

SiAD BD Cy# A = 3 C. Entonces# A = 4 B

Demostracion (de PAPY): Si- A = B la proposicion es evidente.
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Supongamos, pues, que A % B(A — B % @), y que la aplicacion
f : a - C es biyectiva.

De modo anilogo a lo visto en la proposicion 4, se comprueba que
todo punto z de A — B es origen de una retahila:

z > f(z) > f¥z) -

Ninguna de estas retahilas se La aplicacibong : A - B es
pueden cruzar biyectiva

Ejercicio.

17. 10, 1{ # R.

9. COMPARACION DE CONJUNTOS.

— ¢ Qué conjunto «tiene més» elementos, N o R?

-— R, porque existe una inyeccion de N en R, pero no existe ninguna
inyecciéon de R en N. Esta ultima afirmacién no se podra probar
hasta mas adelante.

Definicion 6.

# A < # B cuando existe una inyeccion f : A - B

La relacién < es de orden, en el sentido de que se cumplen las pro-
piedades reflexiva y transitiva. La antisimétrica constituye el
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Teorema 3 (de CANTOR-BERSTEIN).

Si#t A < #Byd4 B < 3 A. Entonces, 3+ A = 4 B

O lo que es lo mismo:

Si existen las inyecciones f : A -~ Byg: B — A. Entonces existe
una biyeccién de A en B. \

Demosiracion (PAPY)
Cuando dos conjuntos sean equipotentes, los dibujaremos del mis-

mo color.

Fo i
S Ay
'l‘ “ / /l \ \\ \.///' /
\ ’l N ”,
N

teniendo en cuenta que B O fA Df¢gB y que 4 B = # f¢gB, se deduce
que 3 fA = 4 B. Y como # fa = 4 A, se concluye que # A = 4 B.

Ejercicios.
18. Siendo Q+ = {r € Q| * > 0, demostrar que:
m m
a) f:Q+->N:— —»2m - 3n|—forma irreducible) es una inyec-
cion. 8 8

b) ¢ : N —>Q+ :x >z 4 1 es una inyeccién.

¢) #0Q0+ =#N
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19. No existe ninguna inyeccién de R en N.

El simbolo < hay que interpretarlo asi:

# A < # B quiere decir que existe una inyeccién de A en B, pero no
existe una inyeccion de B en A.

Asi, por ejemplo, # N < # R.

Por el momento s6lo conocemos dos clases de conjuntos infinitos:-
La clase de los conjuntos, que son equipotentes a N (conjuntos numera-
bles), y la clase de los conjuntos equipotentes a R (conjuntos que tienen
la potencia del continuo).

(Hay conjuntos que no son equipotentes ni a N ni a R?

La respuesta afirmativa nos la da el siguiente

Teorema 4 (de CANTOR).

Para cualquier conjunto A, se verifica: 3 A < 3 P(A)

Demostracion. Sea A un conjunto y P(A) el conjunto de sus partes
Es claro que existe una inyeccién de A en P(A), a saber:

z — {T}
Vamos a probar que no puede existir una inyeccion
f:PA) > A

Si existiera f:

(El mismo diagrama sirve
para representar A y P(A))

considerariamos el conjunto de elementos z de A, tales que z ¢ f—*(x):
B = {z € Alz ¢ f—Yz)} (aqui se utiliza la inyectividad: f—*(z) unico)
Supongamos que f(B) = b (f—*b) = B, por la inyectividad de f).
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Ahora bien:

Si b € B, entonces b ¢ B.
Si b ¢ B, entonces b € B.

Ambas posibilidades son contradictorias.
. Consecuencia: Tenemos una receta para fabricar conjuntos infinitos
cada vez mds potentes:

N, P(N), PP(N), . ..

10. LA HIPOTESIS DEL CONTINUO.

Aplicando el teorema de CANTOR a las sucesiones

N, P(N), PP(N), ...
R, P(R), PP(R), . ..

‘obtenemos las cadenas

# N < # P(N) < # PP(N)
# R < # P(R) < # PP(R)

El proximo teorema demuestra que la segunda cadena estd inclui-
da en la primera, ya que 3 P(N) = 3 R.

Teorema 6.

El conjunto de las partes de N es equipotente a R.

Demostracion.

-

o S e

A cada parte de N le podemos hacer corresponder su funciéon carac-
teristica. Reciprocamente, a cada funcion de N en {0,1} hacemos co-
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rresponder una parte de N. (Las funciones caracteristicas, en este caso,
son sucesiones formadas exclusivamente por ceros y unos.)

{3, 4, 5} - 000111000000. .. ...
) - 000000000000......
P - 101010101010......
I - 010101010101......
N - 111111111111......

Sea A el conjunto de sucesiones formadas exclusivamente por 0 y 1.
Acabamos de ver que # P(N) = 3 A.

Sea B la parte de A formada por todas las sucesiones con un nime-
ro infinito de ceros. A—B sera el conjunto de sucesiones que «termi-
nan» con infinitos unos.

Sea f un elemento cualquiera de A : f = {,l,l,....
La aplicaciéon
g:A->R
0, tisdlg....,sif eB

—

1, bty ....,sif e A—B

que hace corresponder a cada sucesion de A un numero real escrito en el
sistema binario de numeracion, es inyectiva. (Con esta definicién de ¢
se evita que dos sucesiones distintas den origen a un mismo nimero
real.)

Por ser ¢ una aplicacién inyectiva, tenemos que
#A = g(A)
También se cumple que
10, 1[ € ¢g(A) C R
vy leniendo en cuenta la proposicién 6, deducimos que
# R = 4 g(A)

Luego, # R = 3t P(N).

Fue CANTOR quien se hizo esta pregunta:

¢ Existe algin conjunto infinito de cardinal comprendido entre 4+ N
v 3# R? CANTOR conjeturé que no existia tal conjunto (hipdiesis del
continuo), pero no lo pudo demostrar.

COHEN demostro, en 1962, la indecidibilidad de la hipétesis del con-
tinuo.
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