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UNA CARACTERIZACION DE IAS
EXTENSIONES DE. GALOIS MEDIANTE
LA TRAZA DE LA EXTENSION

por

EmMiLio BUjALANCE

En el presente trabajo se da una caracterizacion de las extensiones
de Galois mediante la traza de la extensidén, en el caso de extensiones al-
gebraicas finitas, y suponiendo que la caracteristica del cuerpo de la
extension es distinta del grado de ésta.

Definicién 1.

Una extension E de un cuerpo F se denomina de Galois si el grupo G
de automorfismos de E, que dejan fijo a F, tiene como cuerpo fijo a F.

Definicion 2.

Dada una extension separable E de F, se denomina fibra de un ele-
mento z € F a

Tr/r(x)
donde Tgs es la traza de la extensién.
Definicion 3.

Dada una exfensién separable E de F, se dice que automorfismo f
de E conmuta con la traza si Tgr [ = Tgsp.

Proposicion 1.

Sea una extensién separable E de F, entonces el conjunto de auto-

morfismos que conmutan con la traza es un grupo. Lo denominaremos
G(E/F).
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TEOREMA

Dada una extension separable E de F, el grupo de automorfismos de E
que dejan fijo a F, que designaremos por G(E, F) coincide con G(E/[F).

Demostracion. Sean {f;}1—,, ..., n los homomorfismos inyectivos
que definen a Tg/r. Entonces

n
Vg eGE, F)Tepg = X fi-g

=

Como los{f,-gti=1, . . ., n sSon n homomorfismos inyectivos distintos,
serdan los mismos {f;};=1, . .. n. Luego:

n n
Tew(g) = .Zlfl g o= _Zlf, = Tgjr => g € G(E/F)
1= 1=

luego G(E, F) C G(E/F).

Sea ahora g € G(E/F) => Trr g = Tr/r.

Hay que probar que Va ¢ F => g¢(a) = a.

Supongamos que g{a) = b. Puedeserb e F 6 b ¢ E — F.

SibeF = Th/F g(a‘, = TE/F (a) = Tr/p (b) <> na = nb =
= n{a—>b) =0=a =b.

Si b e E — F existe un polinomio irreductible:

plz) = zm + @m—y xn—t + ... 4+ a,conm >0

tal que p(b) = 0.

Por tanto, (g(a))}m + am— (gla) )= + ... + a, = 0 y entonces
Tre( (gla) )™ + am—y (gla)m—=) + ... + a5) = 0.

Por las propiedades de la traza, se tiene

Tewp{am) + am—y Teplam—1) 4 ... + na, =0

Luegonam +nap—yan—* + ... +na,=0=am+ am—; a4+
+ ... + ao = 0, en contradiceion con el hecho de ser p(zx) irreducti-
ble en F.

Asi, pues, b € F y como hemos visto antes, b = «a, con lo que se veri-
fica G(E[F) € G(E, F) y por tanto G(E[F) = G(E, F).

Definicién 4.

Dada una extension separable E de F, se dice que Tg/r es regular si
cada fibra tiene un solo punto fijo para G(E/F).
Proposicion 2.

Dada una extensién separable E de F, se verifica que Tx/r es regular
si y sOlo si la extensién es de Galois.
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Demostracion:

<) Sea E una extension de Galois de F y sea {fihi=y, ..., n €l
conjunto de homomorfismos inyectivos que definen Ty, si existe un
a e F tal que

Tr/v(a)

tuviese dos puntos fijos para G(E/F), eomo la extension es de Galois
GE/F) = {fi}+—1, - .- a, entonces

b, ¢ € Te(a)

tal que fi(b) = by fil¢) = ¢ Vi =1, ..., n porlo cual Typ;(b) = nb =
= Tep(c) = nc=> nb—c¢) = 0=> b = c.

=> ) Supongamos que E no es de Galois de F. Por lo tanto,
aeE —F,talquesi{fiti=y,...,n =GE/F)fila)=aVi=1,...,n.

S1 Teela) = by |E, F| = p, el elemento
b

pu
(donde u es la unidad de E) es tal que

b
pU

y ademas como

b
eF,
pU
se tiene que
b b
fl(_—)z t=1,...,n
pU pU

luego Tr/r no es regular.

Proposicion 3.
Sea E una extension separable de K y F un cuerpo intermedio.

8i Te/r ¥ Tr/x son regulares, entonces Vg € G(E/K) las aplicaciones

Ter gT£711=
pertenecen a G(F/K).
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Demosiracién. Dado

g € G(E/K) Va € E Tejw gTe/r(a)

Si designamos

Te/(a)
por A, se tiene que Vy € A

Tew g(y) = T 9(E)/g(F) g(y) = 9(Ter(y)] = gla)
Luego

Temr g TE_,’;(a) = gla),

por lo que

Ter g TE;‘

es aplicacion y automeorfismo al serlo g y ser g(F) = F. Por ultimo, vea-
mos que conmuta con Tg/x.

Trix Telr gTE_lrl* = Tgx gTE_/;? = Trix - TE_/;‘ = Tr/xk.
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