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UNA CARACTERIZACION DE LAS
EXTENSIONES DE GALOIS MEDIANTE

LA TRAZA DE LA EXTENSION

por

EMILIO BUJALANCE

En el presente trabajo se da una caracterización de las extensiones
de Galois mediante la traza de la extensión, en el caso de extensiones al­
gebraicas finitas, y suponiendo que la característica del cuerpo de la
extensión es distinta del grado de ésta.

Definición l.

Una extensión E de un cuerpo F se denomina de Galois si el grupo G
de automorñsmos de E, que dejan fijo a F, tiene como cuerpo fijo a F.

Definición 2.

Dada una extensión separable E de F, se denomina fibra de un t'lp­
mento x E F a

T;¡;(x)

donde T E / F es la traza de la extensión.

Definición 3.

Dada una extensión separable E de F, se dice que automorfismo f
de E conmuta con la traza si T RtF f = TE/F'

Proposición l.

Sea una extensión separable E de F, entonces el conjunto de auto­
morfismos que conmutan con la traza es un grupo. Lo denominaremos
G(E/F).
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TEOREMA

Dada una extensión separable E de F, el grupo de automorfismos de E
que dejan fijo a F, que designaremos por G(E, F) coincide con G(E{F).

Demostración. Sean {/¡}I=l, ... , n los homomorfismos ínyectívos
que definen aTE/F' Entonces

Vq E G(E, F) T ro/F g
n
1: ft·g

i=l

Como los {ft . g h= l' , n son n homomorfismos inyectivos distinto",
serán los mismos {/¡}I=l, n. Luego:

n
TE/F(g) = 1: [i : g

i=l
luego G(E, F) e G(E{F).

n
1: t, = T E /F ::::> g E G(E{F)

i= 1

Sea ahora g E G(EjF) :::::> T F/F g = T r ¡r­

Hay que probar que Va E F :::::> g(a) = a.

Supongamos que g(a) = b. Puede gel' b E F 6 b E E-F.

Si b E F =:> T h / F g(a) = T E /F (a) = T r /F (b) <=:> na
=> n(a - b) = O :::> a = b.

Si b E E - F existe un polinomio irreductible:

p(x) = '};m + am-l xn- 1 + ... + a o con m ;> O

nb :=>

tal que p(b) = O.
Por tanto, (g(a))m + am-l (g(a) )m-1 + ... + a o = O Y entonces

T"/F( (g(a))m + am-I (g(a)m- 1
) + ... + a o) = O.

Por las propiedades de la traza, se tiene

TF/F(am) + üro--¡ TE/F(am-1 ) + ... + nao = O

Luego n am + n am-l am- 1 + ... + n a o = O =:> am + am-l am- 1 +
+ ... + a¿ = 0, en contradicción con el hecho de ser p(x) irredueti­
ble en F.

Así, pues, b E F Y como hemos visto antes, b = a, con lo que se verí­
ñca G(E{F) e G(E, F) Y por tanto G(E{F) = G(E, F).

Definición 4.

Dada una extensión separable E de F, 'le dice que TE/F es regular <;i
cada fibra tiene un solo punto fijo para G(E{F).

Proposición 2.

Dada una extensión separable E de F, se verifica que T E/F es regular
sí y s610 si la extensión es de Galois.
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Demostración:

<=:) Sea E una extensión de Galois de F y sea {f.}'=1, ... , n el
conjunto de homomorfismos inyectivos que definen TE /!', si existe un
a E F tal que

T;¡~(a)

tuviese dos puntos fijos para G(E/F), como la extensión es de Galois
G(E/F) = {f,}'-l' ... 1l, entonces

b, e E T;¡~(a)

tal que t,(b) = by t,(e) = e Vi = 1, ... , n por lo cual Tr;/F(b) = nb =

= TE/F(e) = ne:=> n(b - e) = O::::::> b = e.

=:» Supongamos que E no es de Galois de F. Por lo tanto,
a E E - F, tal que si {f,}'=l' ... , n = G(E/F) tl(a) = a Vz 1, ... , n ,

SI Tr;/F(a) = b Y [E, F] = p, el elemento

b

pu

(donde u es la unidad de E) es tal que

TE/!'( p~ ) = b

y además como

b
-- EF,
pU

se tiene que

luego Tr;/!, no es regular.

Proposición 3.

b
=--z

pU
1, ... , n

Sea E una extensión separable de K y F un cuerpo intermedio.

Si TE/F Y Tr/K son regulares, entonces Vg E G(E /K) las aplicaciones

pertenecen a G(F /K).
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Demosiracum, Dado

g E G(E{K) Va E E T E /F gT;¡:'(a)

Si designamos

por A. se tiene que Vy E A

T E / F g(y) = T g(E){g(F) g(y) = g[TE/F(Y)] = g(a)

Luego

por lo que

T E /F g T;¡~

es aplicación y automorfismo al serlo g y ser g(F)
mos que conmuta con T F / K •

F. Por último, vea-

-1 -1
T F/K T E/F gT E/F = TE/K gTE/F

-1
T r/K • T E / F = Tr/K.
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