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UNA NOTA SOBRE TEOREMAS
DE CONVERGENCIAS

pozr

F. Saiz ZaiLvo

Nolaciones: Sea f una funcién real definida en el intervale [a, )
integrable Riemann en [a, b] para cualquier b > a.

Denotaremos por
—
oo}
f f(z) dz
a

la integral impropia de f en [a, ©), es decir, el limite en el caso que exista

b
lim f flx) dz
b—> o
a

Preliminares: Es conocido el siguiente resultado, equivalente al teo-
rema de la convergencia dominada de Lebesgue para integrales im-
propias:

«Sea

{fn}, 2y

una sucesion de funciones reales, definidas en el intervalo [a, ®), que
converge puntualmente hacia una funcién f en [a, «). Supongamos
que fn y f son integrables Riemann en cada intervalo [a, b], b > a para
n = 1,2, ...y que existe una funcién g para la cual existe

0
f glx) dz

a
ytalque lfal <g¢g,n =1,2, ...
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En estas condiciones:

% o
lim f fn(z) dz = / flx) dz”
n-—ow
a a

Para una demostracion del teorema, ver referencias (3) y (4).

La condiciéon de dominar las fn, mediante la funcion g, es una condi-
cion muy fuerte. Obsérvese el siguiente ejemplo para el cual la tesis
es cierta y, sin embargo, no se puede dominar las funciones de partida
mediante una funcién integrable en el sentido impropio.

Sea

{3, 24

1a sucesion de funciones definidas en [0, ) por

n

senae
fn(z) = Z K Iks et 1)
Z
k=0

Dichas funciones son integrables en cada intervalo [a, b) para b > 1.
La funcién limite

admite integral impropia en [0, o) y

-

© senzx ™
f dr = —
x 2

0

Por otra parte

0 n-+1 senz
/ fn(.T)d$ 2'/ dx
z

—_
0 n+1 senz 0 sen
lim / fn{x)dz = lim f de = dx
n —» o n - oo x x
0 0 0
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y la tesis del teorema es cierta; pero, sin embargo, no existe ninguna
funcién ¢ para la cual exista

—
>8]
g(z) dz
0
verificando |fn| < g para n = 1, 2, ..., pues, de lo contrario, existiria
—
0 |sen x|
—dz
z
0
y al ser

|sen x|
x

positiva dicha funcion seria integrable Lebesgue, lo cual no es cierto.
Queremos dar una condicidon mas débil, para la cual sea cierto el
resultado del teorema; aunque no se pueda dar una dominacién de 1as fn,
Es también conocido el siguiente resultado. Ver referencia (). «Sea

{fn}, 24

una sucesiéon no decreciente de funciones Riemann integrables en {a, b]
que converjan puntualmente hacia una funcién f del mismo tipo. En-
tonces

b b
lim / fnlz)dz =f Hax)dz"
n - o
a a

Apostol, referencia [1], nos da el siguie’nte resultado: «Sea
{fn}, 21

una sucesion de funciones positivas en [a, «) integrables en el sentido
de Riemann en cada intervalo [a, b], b > a y tales que

b 0 1) b
f ( p¥ fn(a:))dw = 3 / fnlz)dz para b > a
a a
Entonces

—

o0 o]
/ ( z fn(a:))dx
n=1

a

i

[+ _)00
p ] fnlz)dz
n=1
a

siempre que uno de los dos miembros de esta ignaldad tenga sentido.»
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A partir de aqui es facil demostrar el siguiente resultado:
Proposicion 1. «Sea

{tn}, 21

una sucesion de funciones no negativas definidas en [a, ). Tales que

fi <fs <... < fn <...8upongamos que dichas funciones, y su li-

mite puntual f, son integrables Riemann en [a, b] ¥b > a. Si, ademas,
existen las integrales

-

o0
f fn{z)dx

a

y una constante C que mayor a dichas integrales, entonces

— —
0 O
lim fal@)dz = f flz)dz’
n — o
a a

En efecto, la sucesién de funciones

{gn}n:l
dadas por

g1 =F1Y9n = fn— fn—yparan > 1
son tales que existen las integrales

-

o0
f gn(z)dz

a
son funciones positivas, y

b ([ o b b
f ( = gn(m))da: = f flz)dz = lim f fn(z)dz
n=1 n->o
a a a
b n b
f falz)de = X f gi{x)dx !
k=1

a

Pero

con lo que

b o) n b @ b
f ( z yn(w))dw = lim = ] gr(z)dr = X f gn(z)dz
n=1 n=1

n—>ow k=1
a
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Por Jo tanto, en virtud de la nota anterior, dado que

>
o0 o0
% f gn(z)dx
n=1]
a

es convergente al ser

—
n 0 o0
z gr(z)de = fa(z)dr < G
k=1
a

se tiene que

es decir
{ - — —
[+ o] n o0 0
fle)de = lim = gi(z)dr = lim fn(z)dz
n—-ow k=1 n—» o
a a a

Pasemos a la demostracién del teorema anunciado sustituyendo
por una condicién mdés débil la clasica del teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue.

Proposicién 2. «Sea

{fn}, 2

una sucesion de funciones reales, definidas en [a, «) integrables Riemann
en [a, b] Vb > a tal que su limite puntual es integrable en [a, b] para
b > a.

Supongamos que existe una sucesiéon de funciones

{gn}n:l

definidas en [a, ) que converge puntualmente hacia ¢ en [a, ©) y ve-
rificando que existen
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— -3
0 ™00
fal < gny lim f gnl@)dz = j gla)da
n—
a a
entonces
—_ —>
e 0] o0
Hm [ fn(z)dz =/ Hz)dz
n — oo,
a a

En efecto, como |f] < g v existe
—_
o]
glx)dz
a
también existe
-
® i
flz)dz i

«a

Analogamente existen las integrales

[00 fnl{z)dz

a

Sean ahora las funciones ¢, = fn + ¢gn para las cuales existen

—>00
a

Ademas, ¢n > 0. La sucesién de funciones
{hn}y : 1

dadas por
hp = sup (‘pl, 4)27 ey q"n)

es no decreciente, positiva y h, ¢ R[a, b] para b > a y su limite f + ¢
es infegrable en [a, b].
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Ademads
— —
o0 (c¢]
/ hn(z)dz < / [f(=) + g(=)] dz
a a
Por la proposiciéon 1
— -
o0 o0
lim [ hp(z)dz = f [fz) + glz)idz
n — w
a a
Por otra parte, ¢ < hppara k = 1, ..., n, con lo que

— -

a0 o0
/ $r(z)dz </ hn(z)de para bk = 1,...,n
a a

— -
o0 o0
sup f Yu(x)dz </ hn(x)dz
1<k<n
a

a

es decir,

n — o

P oo
lim sup f dn(@)dz < f [f(@) + g(z)] do
a a

Haciendo un razonamiento analogo para las funciones @, = g — fa
se obtiene

lim inf f ® Op(z)dr > f ” [9(x) — f(=)] d=
n - oo
a a
Tenemos las relaciones
—>°0 ~>°0
numOo sup / [fnlz) + gn(x)] dz < f [fi=) + g(x)] d=
. a a
Yy
_>oo ~+°o
nlimoo inf / [gn(z) — fn(=z)] dz > / [9(x) — f(x)] d=

a a
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Ahora bien, como por hipoétesis se tiene que

- -
) o0
lim / gn{z)dz =/ g(z)dx
n - o
a a
y las relaciones
- —
0 o0
lim sup] [frlz) + gnlz)] dz = lim sup/ [n{z) dz
n -» o n—w
a a
-
o0
+ lim / gn(x)dx -
n - o
{
- -
[e¢] o0
lim inf / lgn(z) — fr(z)] dz = lim f gn{z) dz —
n-—»>ow n-—- o
a a
—
00
— lim inf fnlz)dz
n — o
a
son ciertas, se tiene que
— -
©0 a0
lim sup / fa(z)de < f f(x)de
n — oo
' a a

n — o

—>00 —)OO
lim inf f fn{z)dz > / flx)dz
a a

de donde el resultado del teorema.

Corolario 1. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
es cierto.

Basta tomar g, = ¢ y el resultado es inmediato.
Corolario 2. «Sea
{tn}, 2y

una sucesién de funciones no negativas en [a, ] integrables en el sen-
tido_de Riemann en [a, b] para b > a y tales que su limife puntual f
sea del mismo tipo.
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Es condicion necesaria y suficiente para que

0 o0
lim f fniz)dz =f flz)dz
n — oo
a a

que existe una sucesion de funciones

{9n}, 2,
tales que
— —
o0 00
lim gn(x)de == lim gn(z)dz
n - o n —> o
a a

y ftales que fn < gn.

En efecto, la condicion es suficiente en virtud de la proposicién 2 y
es necesaria sin mdas que tomar fp, = gn.

En el siguiente ejemplo vemos un caso donde el teorema de la con-
vergencia dominada de Lebesgue no es aplicable, pero si la proposi-
cién 2 [o el corolario 2].

Sea
1
fa(€) = — %ln, n+1) definida en {1, ]
x
Trivialmente
lim fa(x) =0
n - o
-~
«© n+1 1 n+41
fnlz)dz = — d¢ = In ——— - 0 cuando n -
v z n
1 n

Sin embargo, no existe ninguna mayoracién por una funciéon g, tal
que exista

-

0
f g(z)dz

pues entonces seria
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-
0 dx
z
1

lo que es absurdo. Sin embargo

¥y existiria

—

<0 —>00
lim / fnlz)dz = 0 =f flx)dx
n > oo
1 1
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