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SIMPLICES INFINITOS EN RETICULOS

por

Jose M.? BruNar

En las «Notas sobre la teoria de la dimensién para reticulos» (Gaceia
Matemdtica, ntimeros 1 y 2 de 1976) se amplid el concepto de longitud
de un moédulo al de longitud de un reticulo y el de base finita de un es-
pacio vectorial al de simplice finito de ciertos reticulos. Numerosas de-
finiciones y teoremas, referentes al reticulo de submédulos de un mé-
dulo dado, admiten generalizaciones semejantes: mddulos simples y
semisimples, finito generados, noetherianos y artinianos, Teorema de
Jordan-Holder, etc. Todo esto puede verse en [1]. Aqui vamos unica-
mente a demostrar que el andlogo al Teorema de la Base de espacios
vectoriales es vélido en un reticulo modular atémico y complementado.

En lo sucesivo supondremos que L es un reticulo completo, es decir,
que para cada parte S C L existen supremo V{s; s €S} e infimo A {s; se S}.
En particular existen maximo, 1, y minimo, 0, que son, respectivamente,
el supremo y el infimo de L.

CoMPACTOS.

Un subeonjunto D C L es dirigido si para cada dos elementos d,, d, € D
existeund e D, tal que d, < dy d, < d.

L es superiormente continuo si para cada subconjunto D € L dirigido
y cada a L se verifica

(V{d; d e DY) ANa =V{dAqg;deD}

Dualmente se define la continuidad inferior.

Un elemento ¢ € L es compacto si, siendo D € L dirigido, ¢ < V{d;
d € D} implica que existe un d € D con ¢ < d. En reticulos superiormente
continuos esta definicibn puede precisarse:

Proposicion 1.

Sea L superiormente continuo. Entonces ¢ € L. es compacto si y sélo
si para cada D C L dirigido, tal que ¢ = V{d; d e D} existe und ¢ D
con ¢ = d.
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Demostracion.

Sic¢ = V{d; d € D} es compacto, existe d € D con ¢ < d. Por ser ¢ el
supremo de D también ¢ > d. Asi, ¢ = d.

Reciprocamente, si se cumple la condicidon y ¢ < V{d; d D}, por
ser L superiormente continuo se cumple

¢ = (V{d;deD})Ac=V{dAc¢;deD}

El conjunto {d A ¢; d € D} es dirigido, luego existeund e Deon¢ =dAc.
Entonces, ¢ < d y ¢ es eompacto. [

Proposicion 2.

Si L es superiormente continuo, cada 4tomo es compacto.

Demostracion.

Sean a € L un 4tomo, D C L dirigido y a < V{d; d e D}. Sia no es
compacto para cada d € D es a < d, luego a A d < a y, por ser a 4tomo,
a Nnd = 0. Entonces

a=aAN(V{d;deD}) =V{iand;deD} =10

lo que es contradictorio. []

SIMPLICES INFINITOS.

Una parte G © L es un sistema de generadores si su supremo es 1.

Una parte I €L es independiente si para cada conjunto finito FC1,
a €1 — F implicaa « V{f; f € F}.

Un simplice de L es un sistema de generadores independiente for-
mado por 4tomos.

Usaremos repetidamente la siguiente observacién: Si AC L y desig-
namos por D{A) al conjunto de los supremos de las partes finitas de A,
entonces D(A) es dirigido y su supremo coincide con el de A.

Teorema 1.

Sea L un reticulo superiormente continuo. .

Entonces:

(@) Si G es un sistema de generadores compactos y S es un simplice
infinito, se verifica GardG > CardS.

(b) Si L tiene un simplice infinito, todos los simplices tienen el mis-
mo cardinal.
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Demostracion.

{a) Para cada z € G tenemos
2 <1 ="V{s;s eS8} =V{d;d eD(S)}

Por ser # compacto y D(8) dirigido, existe un d(z) = 8z, V... V8g, €
€ D(8) con z < d(z). Pongamos

S(z) = {Sz1, ..., 82,3 Y C = V{S(z); 2 € G}

Desde luego, C C S. Si existiera s € 8 — C, s es compacto por la Pro-
posiciéon 2, y de la desigualdad

s <1 =V{g;g9 €G} = V{d;d e D(G}}
se deduce que existe d(s) = gs; V... Vgs, con s < d{s).

El conjunto F = U{S(gi); 1 < i < m}es finito y estd contenido en C.
Puesto que s ¢ C es s ¢ F; sin embargo, s < d(s) = d(¢gsy) V... vd(gsm) <
< V{f; f € F}, lo que contradice el hecho de ser S independiente. Asi,
también S C C y tenemos C = S. Como S es infinito, C es infinito y tam-
bién G, cumpliéndose CardG > CardC = CardS.

(b) Sea S un simplice infinito y S, un simplice. Tomando G = S,,
en el apartado anterior, resulta CardS; > CardS. S, es, pues, también
infinito y por el mismo razonamiento CardS > CardS,. En definitiva,
CardS = CardS,.

Teorema 2.

Sea L modular atémico y complementado. Entonces.

(a) Si T es una parie independiente formada por dtomos, existe un
simplice S de L con IC S.

(b) 8i L 5= O existe un simplice.

Demostracion.

(a) Ordenemos la familia J = {SC L; IC 8 y S es independiente
formado por dtomos} por inclusién. Desde luego J = @, yaque I e J.
8i ® C J es una parte totalmente ordenada, el conjunto R = U{T; Te %}
pertenece a J: Si F es un subconjunto finito de Rya e R—F, porser ©
totalmente ordenado, existe un T e B talque FC Ty a € T. Como T es
independiente, a < V{f; f € F} v R es independiente. Es claro, enton-
ces, que R es cota superior de © y, por tanto, el orden de J es inductivo.
En virtud del Lema de Zorn existe un elemento maximal S.

Para ver que S es el simplice buscado bastard demostrar que es un
sistema de generadores. Si V{s; s € 8} < 1, existe (como se demosird en
lema del articulo citado al principio) un dtomo « tal que a < V{s; s € S},
Entonces S estd estrictamente incluido en S U {a} € J, lo que contradice
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la maximalidad de S. Tenemos, pues, V{s; s € S} = 1y S es un sistema
de generadores.

(b) SiL £ 0 existe un 4tomo ¢ e L. Basta tomar I = {«} en el pun-
to anterior para obtener el resultado. [

APLICACION.

Las demostraciones anteriores se han obtenido mediante las dadas
en [2] y usando las equivalencias que enunciamos en la siguiente propo-
sicion, cuya demostracién, ahora, es inmediata.

Proposicion 3.

Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K y V(E) el reticulo de
sus subespacios vectoriales. Entonces:

(a) {z;; i e I} es un sistema de generadores de E si y sélo si }Kz,;
i € I} es un sistema de generadores de V(E).

(b) {zi;i eI} es un conjunto de vectores linealmente independientes
si ¥ solo si {Kay; i € I} es una parte independiente de V(E).

(¢) {z;i el}esuna base de E siy sélo si {Kz;; i e 1} es un simplice
de V(E).

Los teoremas 1 y 2 y las anteriores equivalencias implican los siguien-
tes resultados:

Teorema 3.

Sea E un espacio vectorial. Entonces:

(a) Si E tiene una base infinita, todas las bases tienen el mismo
cardinal.

(b) Si I es un conjunto de vectores linealmente independientes,
existe una base que lo contiene.

(e} Todo espacio vectorial tiene una base.
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