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SOLUBILIDAD EN ENTEROS NO NULOS,
MEDIANTE FORMAS CUADRATICAS BINARIAS,
DE ECUACIONES PITAGORICAS DE GRADO
SUPERIOR

por

Feperico Perez CAsTRO

A} EXPOSICION GENERAL

En este apartado se desarrolla un método para resolver ecuaciones
del tipo aX?® 4 ¢XY 4 bY? = Zn, donde 4, b, ¢ son enteros conocidos
y n es un entero también conocido y positivo.

B) SOLUCION DE ALGUNAS ECUACIONES

Aplicando el método anterior se resuelven las siguientes ecuaciones:
1.0 aX® 4 bY?: = Zn+t
2.0 X 4 agbY® = Z®n
3.2 aX® -+ bY? = (ac* + bd?) Zan
4.0 X2 4 gb¥Y? = (ac* + bdz) zint1

donde a, b, ¢, d son enteros conocidos y n un entero también conocido y
positivo.

C) CRITERIOS DE SOLUBILIDAD DE LA ECUACION aX2® 4
4 ¢XY 4 bY2 = Zn

En este apartado se estudian las condiciones que deben cumplir los
coeficientes de la forma para que la ecuacion aX® + ¢XY 4+ bY? = Zn
sea soluble en el campo Z*.
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A) EXPOSICION GENERAL

Dada una forma cuadratica binaria: G(«, B) = ae® + caf -+ bp2,
supongamos que:
G(a, B) - G(a, B) = G(X,, Yy) (I)"
luego [G(x, B)]? = G(X,, Y,) = Z?2, siendo Z = G(a«, B).
Andlogamente, y en el supuesto (I):

Glx, B) - Gla, B) - Gla, B) = G(Xa, Yy) » Gla, B) = G(Xy Yo) = 27

y en general:

n
G, B) . nnnnn. G(a, B) = G{Xn—sy Yn—y) - Gla, B) =G{Xp, Yn)=2Zn [3]

Pero:
X2 = ez(“, b: Cy o, B) X3 = es(ay bv C, 22} [3’ Xz, YZ)
Y2 = fz(ay b~ c, o, B) Ya == fs(a; b’ ¢ «, @; X2$ Yﬂ)

vy en general:

Xn = Cn(a: b: C, o, B: Xn——-la Yn——\)

(%]
Yn = f’l(ai b, ¢, , B, Xn—y, Yn—)

El grupo de ecuaciones [2] definen unas funciones de recurrencia
entre las X; ¢ Y;, mediante convenientes eliminaciones, podemos hallar
la escala o ley de recurrencia y, por tanto, la ecuacién caracteristica
g(r) = 0, v, finalmente, el término general.

Luego:
Xn = E(ar b, ¢, «, B, Il) Yn = F(q, b, ¢, , §, n)
y como Z = Gle, B) = Gla, b, ¢, o, B), se tiene por [3] que la ecuacién

G(Xn, Yn) = Zn, o lo que es igual:
axﬁn + CXnYn ~+ bY?, = Zn
tiene como soluciones:

Xn = Ela, b, ¢,a,B,n); Ynp=Fa,bcafn); Z=Gabec « B)

* La condicion (I), hip6tesis esencial del problema, sera desarrollada
en el apartado C,

Usando el método de coeficientes indeterminados se obtendrdn las
condiciones que deben cumplir los coeficientes de la forma cuadratica
para que le sea aplicable el método.
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B) SOLUCION DE ALGUNAS ECUACIONES

Aplicando la teoria expuesta en el apartado A, vamos a resolver las
ecuaciones pitagoricas siguientes:
l.a X2 4 abY? = Zn
2.2 aX?® + bY? = Zn+1
3.2 aX? 4 bY? == (ac* + bd?) Z°n (4]
4,2 X2 4 ab¥Y? = (ac® + bd?) Z2n+1
siendo a, b, ¢, d numeros enteros conocidos y n un entero positivo tam-

bién dado.
Para ello procedamos de la forma siguiente:

Tomemos la forma cuadratica binaria G(«, p) = aa® + bB?y se tendra:
(ao? + bp2) - (aa? + bP?) = (aa® — bP?)® + ab(Ra - B)? = X2, + ab¥?, = Z2
(aa® 4 bP?) - (ac? + bR?) - (ac? + BP?) = (X 2 + ab¥,?) « (@ + bP?) =

= a{aX,; — bPY,)? + b(BX, + aaY,)? = aX? + bY?% = Z3
(aa2 + bR2) - (aa® 4 bB?) - (ao® + bP2) - (@e® + BB%) = (aX? + bY?Z) .
c{da® + bB2) = (aaX; — bBY ;)2 + a - blaY,; + BX,)?2 = X2, +-ab¥Y?, =74

en general:

———— M ———

{ao® + bB2) ..... (ao? 4 bB%) = (aX%n—; + DY%n—y) - (@e® 4 bP?) =
= (@aXn—y — BB Y an—1)® + @b(aYon—; + BXion—)? = X%n + ab¥2n = Z2n
—_2n41 —

(ae® +0BY) ... .. (ae® + bP?) = (X2, + ab¥2yy) - (ac? + bP?) = a(aXn —

— bBY:n)? + blaaYan + BXen)? = aXPinty + 0Y%n4, = Z00+1

Luego:
Xan = aaXgne—; — bBY2n—y (p) Kontq1 = aXan — bBYqn (i)
Yon = « Yon—y + BXon— (pP) Yont, = aaYyn + BXen (ii)

De (i), (ii), (p), (pp) se tiene:
Xon+g — 2(ae® — bB2) « Xon + (ao® + bf2)? - Xypeey = 0
que es la ley o escala de recurrencia, la ecuacién caracteristica sera:
gr) = r* — 2 (ao® — bB%) r + (aaw® + bP?) =0
luego:

r=(afa £iBVb)? = pcos o 4 isen ®)® = p*cos 2 & - isen 2 )
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siendo:
pa = go® + sz
Yy
BV
g o =
o« Va

conociendo las raices de £(r) = 0y los dos primeros términos de lase-~
rie se halla el término general, que sera:

Xon = (@o? + bBHN cos 2n @
como
Zon = Gla, B} = ao® + bB*

se tendra:

Desarrollando sen 2n o y €08 2n @ en funcion de sen o y €0s  se
tiene:

k=n
2n
Xan = Z (__.1)k ( )an-—k . bk - g2ln—k) . gzk
2k
k=0
k=n—1
2n
Yon = Z (—1)k ( )an—k—l . bk . gn—k)—1 . k42
2k+1
k=0
7 = ao® + bp?

Ejemplo: para n = 3
X2 4 abyY® = Z¢
X — a% of — 15 a® bot - B + 15 ab? o2 - Bt — b° - B°
Y = 6a* s - B — 20 ab o? - B3 4 6b% -« fF
7 = ao® + bp?
Sig=3b=2a=8=1

X2 4+ 6-Y2=1Z° X =T71;Y =42, Z =5
71% 4 6 - 42¢ = BF, elc.
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Procediendo de analoga forma con la ecuacion 2.% de [4] se tiene:

1
n -4 ——
a.X2+b.Y2=Zzn+1 1 2
| X = (ae® + DB?) ccos(2n + 1) @
Va
1
n -4 —
1 2 -
Y = ——(aa® + bf?) csen{2n + 1) o
Vo

Z = ao? + bp?

Desarrollando las funciones trigonométricas:

k=n
n41
X = 2(_1)11( an—k - bk . gin—k)+1 . Bk
2k
0
k=n
2n+-1
Y = Z(...l)k( )an——h - bk - o2(n—k) . gek+1
2k -+1
0
\Z = ao? +bB
Sin=3,a =25,b =6, 5X? 4+ 6Y?2 =177
X=aa"—2l a* b-of-8* 435 -q-b* o3 -Bt—7 b oS
Y=7'asu“-B-—-35-a”-b~o¢4~Bs—{—21-11-1)2-0(7’-{35——1)3'(37
Z =a-o*+b- @
Sie =1, =1 5-17632 + 6 - 8112 = 117

Para resolver las ecuaciones 3.2 y 4.2 de [4] procederemos de la
forma siguiente:

aX? + bY? = Zn+1; (aX® 4+ bY?) - (ac® 4 bd?) = (ac® + bd?) Zan+1
(aX24+-bY?) - (ac?+bd?) = (acX—bdY)* + ab(dX +cY): = X% + abYp
luego:
X = acX — bdY
Yo = dX + ¢Y (5]
Z = au® 4 bp?

Siendo X e Y las soluciones correspondientes a la ecuacion 2.2 de [4].
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Luego, X2 + ab¥Y?® = (ac* + bd*)Z*nt?, tiene como soluciones:

1 1
n+4 —
2 2
X = (ae® 4 bf?) - (aet + bd?) -cos[(Rn+ 1) @ + ¢]
1 1
n+4 — —_—
1 2 2
Y = (ac? 4+ bB%) - (ac® + bd2) -sen[(Rn+41) @ + o)
Va-b
Z = au® 4+ bf?
siendo:
BYVD ave
g o= — yige = —
«Va cVa

Desarrollando las funciones sen y cos se tiene:

\ k=n
-y 2n+1
X = ¢ Z (_.l)k ( )an——-k—}—l » bk o g2{n—k)+1 .
2k
0

k=

2n+1
- Bk —d Z (_l)k ( )an—k . b+ . g2(n—k) . sz-{-x
2k 41

=

n
2n+1
Y = ¢ Z (—1)k ( )an——k - bk« gdln—Fk) . PR+
k41
0

n
2n+1
4+ d E (__1)k ( )an—-k . bk o gn—k)+1 . Bﬂk
2%k
0

Z = aa® + bp*

Sin=2a=30b=2¢c=2d=50=10=2 Xt +6 Y =62Z°
31542 4 6 - 792 = 62 - 115, ete.



— 67 —

Procediendo de andloga manera, la ecuacion aX® + bY? = (ac® +
+ bd?) Z2n tiene como soluciones:

1
1 2
X = (ao? 4 bB2) - (ac® 4 bd?) s cos [2n o + o]
Va
1
1 2
Y = ——(aa® + bp*)" - (ac® + ba?) -sen [2n o + ¢]
Vb
Z = au® 4 bP?
siendo:
BVb d Vo
Ig o = Yigo = ——
« Va ¢ Va
Desarrollando sen y cos: !
k=n
2n
X = ¢ Z (—1)k ( )an—~k - bk« g2{n—k) . pek —
2k
0
k=n—1
2n
—d Z (—1)k ( an—k—1 . p+1 . ga(n—k)—1 . GEk+1
2k+1
0
Ik=n—1
2n
Y =¢ Z (—1)k an—h - pk . g¥n—k)—1 . Bek+1 L
2k +1
0
n
2n
+ d Z (__1)k ( )an—-k - bk . g{n—I) . B
2k
0
Z = au® + bB?

Sin=3a=2b=3¢c=2d=5a0a=20=1,
2 X+ 3Y: =837 2 - 1370 + 3 - 69112 = 83 - 118, etc.

El método anteriormente expuesto esta basado en las siguientes
igualdades:

(@ o y—b-B-8)2+abla-8+p -y [6]
(@ y+b- - 82+abla-8—8 y» [7)

(ao® + bP?) - (ay* + b¥) =



No se ha aplicado m4as que la igualdad [6]; aplicando la [7] nos en-
contrariamos con otro grupo de valores para resolver las ecuaciones
pitagéricas [4], aunque dichas soluciones tienen un factor comun, es

decir, no son primitivas.
En la relacién [b], por lo anteriormente expuesto, podria hacerse:
Vo = acX + bdY
Wo = ¢Y — dX
Z = ao?® 4 bp*
con lo que tendriamos otro grupo de soluciones para la ecuacién cuarta

de [4].
Como entonces el valor de Z permanece invariante, se tendra:

X2 + ab¥Y? == V2 + abW? = (ac? + bd?) - Z2n+1
Anglogamente, para la ecuacién 3.2 de {4], resultaria:
aX? 4+ bY? = aV? 4 bW? = (ac® 4 bd?) - Z*n
Haciendo aplicacién a los ejemplos numéricos antes expuestos se
tendra:
31542 4 6 - 79 = 20862 -} 6 - 9692 = 62 - 11°
2+1370% 4+ 3 - 69112 = 2 - 38902 4 3 - 62392 = 83 - 11°¢

Un caso particular, que puede revestir algin interés, es el siguiente:
Si en las ecuaciones 3.2 6 4.2 de [4] hacemos a = § = 1, se tendra:

X3+ Y* = (62 4 d?) Zn

cuyas soluciones son:

n
X = (a? 4 B2) ‘{c-cosnw—d-senn o)

n

2
Y = (a2 + 82) ‘(d-cosne +c-senn o)
Z = o 4 f2

siendo

B
g o = —
o



—_— 69 —

Desarrollando:

X=—.a((';)an-—1 : am(';) «n—a-as+...)+c((';) ocn—-(Z) an—t g )
Yz%cwm_g%hkw+")+4CPM%—C%MWWJ

Z=ar g

También puede hacerse d = 0, ¢ = 1, con lo que se tendra:
X2 4 Y2 = Zn

En general, combinando adecuadamente las ecuaciones [4], suman-
dolas, restdndolas, etc., pueden resolverse gran numero de ecuaciones
cuadraticas.

C) CRITERIOS DE SOLUBILIDAD DE LA EGUACION aX® -+
+ ¢XY + bY? = Zn

Examinaremos la condiciéon (I) del apartado A, con mis detalle.
Llamaremos forma ipsofactorizable aquella G(X, Y), tal que se ve-
rifique:
G(X, Y) = Gla, B) x Gly, 3)

siendo:
o B,y, 3 eZ”

Veamos qué condicion tiene que cumplir una forma cuadritica bi-
naria f: para que sea ipsofactorizable.
Supongamos el caso general:

f=oa¢*tce wo-t+b oi=(¢d a®+ca B-+b B2 X{ayt+cy 3+b 8%)

siendo
a, b, ¢, 0t

Haciendo:
p==z(a+ By +3)—vay

o =288—v(ae+ By + 9

y aplicando el método de coeficientes indeterminados, se hallan z, y, z, v,
resultando:

b
= ————————(a + By + 3 —Va F+b—cary
Va +b—c¢
[8]
a
o=a+b—cPd————-—-ia+ By + 9

Va +b—¢
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luego la condicién para que una forma f sea ipsofactorizable es:

“

a +b—c¢=K:2 '

(K = 0), el caso de K = 0 se estudia mas adelante.
Como ¢, o € Z*, bastara elegir «, 8, y, 3 tales que:

(@ + B) - (v + 8) =0 (méd. Jfa + 6 —¢ = K)

Ahora bien: en general, una forma cuadratica binaria f = az? +
+ cxy + by?, donde a, b, ¢, € Z*, no cumplira con la condiciébn a 4 b —
— ¢ = KZ2; si esto sucede encontremos otra forma

fl=ar X2 4+t XY + bt Y?

que sea ipsofactorizable.
Si a la forma f se le aplica la transformacion

e=pX +vY
y=eX+nY
donde u, v, &, n € Z, se tendra:
f=f=apX +vY)P+euX +yY)(eX +29Y) +beX + 9 Y)

fl=f=(ap? +cpe+be) X2+ Rapv+cpn+cev+
+ 2 en) XY +(av® +cvn + b2 Y?

es decir:
P=f=a"X? + c* XY + bt Y2

Exigiendo que a! 4 b* — ¢t = 2%, se tendra:

alp — )2 4+ e(p.— v) (e — 1) + ble — 7)2 = A2 [9]

Llamando:

02 - A al discriminante de la forma f(A exento de cuadrados).
Ax al discriminante de la ecuacion [9].
Se tendra:

—ecle —m) + VAX

2a

(b —»v) =

luego Ax = 02, 62 = ¢? (e — 7)? — 4a [b(e — 7)* — A?], como ¢*—4 ab =
= Q- A

— 02 [{e—7) QI2A + a2 =0 {10]
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La ecuacidn [10] es del tipo A 2% + B y? + Cz? = 0; sabemos (*) que
las condicionies necesarias y suficientes, para que dicha ecuacién tenga
solucién en el campo Z*, son:

1. El producto A, B, C sea exento de cuadrados.
2.0 Los cosficientes A, B, G € Z* no sean todos del mismo signo.

3. —B-(C,—A - (C,—A - B, sean restos cuadraticos moédulos. A, B, C,
respectivamente.
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Aplicando las condiciones anteriores a la ecuacion [10], se tendra:

1.0 a- A-[(—1) tiene que ser exento de cuadrados, como A ya lo estd,
es suficiente que a == n? (mds adelante, se estudiard el caso
contrario).

2.2 a, A, —1 tienen que ser todos no del mismo signo.

3.0 A = resto cuadratico moédulo a (1.2)
a = resto cuadratico modulo A (2.2)
—a - A = resto cuadratico modulo 1 (3.#)

Las condiciones 1.2 y 3.2 del apartado 3.9 se cumplen siempre, ya
que la 1.# se verifica por Gauss y la 3.® es evidente.
Luego la dnica condicion a imponer es la 2.2, que a sea resto cuadra-
tico modulo A.
Procediendo de analoga forma en la ecuacion [9] y tomando (& — %)
como incognita se tendra: b tiene que ser resto cuadratico moédulo A.
Luego:

TeoreEMa L.

La condicién necesaria y suficiente para que una forma cuadrdlica bi-
naria { = ax® + cxy 4 by? ab,ceZ” represenie un cuadrado per-
fecto, es que a 6 b sean resios cuadrdiicos médulo el discriminanie de la
forma exento de cuadrados. ,

Por tanto, la condicién de que

a{p — v)? + ¢ — v} {e — ) + ble— 7 = A
es la que e desprende del teorema I.

(*) Aunque dichas condiciones se conocian desde Legendre, la de-
mostracion de las mismas es relativamente reciente.
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Supongamos cumplida en la forma de la ecuaciéon dada:

az® +cxy+by? = znt?

la condiciéon exigida por el teorema I.
Mediante la formula [10] calculamos 8, A y (e — =) y entrando en la
formula [9] ealculamos (p—v), por lo tanto, se han hallado:

B, g,

La nueva forma fl=f = a? X2 4 ¢! XY + b Y? ya es ipsofactori-
zable, puesto que a* + b — ¢! = 2%, y por tanto, mediante las férmu-
las [8] se tendra:

I3
X = — (! + BY) (y* + 8Y) — A ol 4l
A

al

Y= aps—— (ot B+

Para que: X, Y e Z* basta elegir u?, g%, v?, & tales que

(e + BY) (y* + 81 = 0 (méd. 1)
Por lo tanto:
al Xz+cl XY +b1 YB___ [a‘.l (ul)z +C1a1 Bl +b1 (31)21 [a1Y1)2 +cl .Yl 81 +b1 81)2]

y procediendo como se indicéd en el apartado A, se tienen las soluciones
X = fg (« B?)
Y = fy (!, BY)
Z = a(ab)® + ¢t ol Bt -+ bt (BY*

para la ecuacién:
at X2 + ¢t XY + pY? = Zntt

pero como
l.’E-:p.X—i-vY

] y=e¢X -+ 1Y
se tendra, finalmente, las soluciones de la ecuacién

az? 4 cxy+by?=zrt?

De lo anteriormente expuesto se deduce el siguiente

TeoreEMA 1]

La ecuacion a x® + cxy -+ b y?=znt+? dondea, b, c,n € Z*, tiene
solucién en el campo Z*, si y solo si a 6 b son restos cuadrdticos médulo
el discriminanie de la forma exento de cuadrados.
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De la ecuacion [9], a{g — v)* + ¢{p ~— v) (e — 7)) + ble — 7)? = 22,
se deduce:
Si los coeficientes a y b estdn ligados por una relacién del tipo

@ A*+¢c-A-B+b-B2 = Dt

donde A, B, D € Z. se tendra que la ecuacién [9] admite como solu-
ciones:

w— v = A
e—mn =B
A=D

luego una vez conocidos u, v, ¢, 7, se tiene resuelto el problema sin ne-
cesidad de recurrir a la ecuacion [10].
Luego:
(

COROLARIO

La ecuacién ax®* + ¢ xy -+ b y* = Zn+1, admile siempre solucién en
el campo Z*, si a A* 4 ¢ AB -+ b B2 = D2, donde A, B, D € Z.

De este corolario se deduce que la ecuaciéna z* + ¢z y + b y? = Zn+3
tiene siempre solucién en el campo Z* en los casos siguientes:
1. Cuando a o b sean cuadrados perfectos (B = 0, D = a - A).
2. Cuando ¢ + b + ¢ sea cuadrado perfecto (A = B = 1).
3.0 Cuando ¢ + b — ¢ sea cuadrado perfecto (A = 1, B = — 1).
4. Cuando @ 0 b y A (discriminante de la forma exento de cuadrados),

sean primos impares ho todos del tipo 4 + 3.

Esta ultima condicion se desprende de la ley de reciprocidad cua-
dratica.

Veamos algin ejemplo.

l.e f=62%4 22 2y 4 19 y?, el discriminante de la forma es igual
a 28, luego Q = 2; A = 7, como

A = 3 (méd. 4)
19 = 3 (méd. 4)

la forma f no representa nunca un cuadrado perfecto y, por tanto, la
ecuacion [9] no tiene solucién en el campo Z*.

20 f=32+ 1lay + 7 y%, A = 37, luego
A == 3 (mdd. 4)

7 = 3 (mod. 4)

luego la forma f representa un cuadrado perfecto y, por tanto, la ecua-
cién [9] tiene solucién en el campo Z*.
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Veamos el caso en que el discriminante de la forma sea un cuadrado
perfecto. b

Entonces se tendré: ¢ ~— 4 a - b = p?; la ecuacion [9] puede ponerse:
1

— Ralp—v) + ¢(e — ) —ple — )] [Zalp —v) +
4a

+ ¢(e —n) + ple —n)] = A

¥ sin recurrir a la ecuacion [10] se resuelve la ecuacion [9] sin més que
poner:

I

p—v = p(p? + 4 am?) —c(p* — 4 am2)
e — 1 = 2a (p? — 4a m?)
donde
m,p €4,

una vez conocidos, y, v, £, n tenemos resuelto el problema.
Luego la ecuacion

azx® +cxy +by*=7Zn+t

tiene siempre solucién en el campo Z* si el discriminante de la forma es
un cuadrado perfecto (*).

Veamos el caso en que a + b — ¢ = 0.

En este supuesto, el discriminante de la forma es: ¢* — 4 a + b =
= (a — b)2; luego: Q = 4 (a — b), A = 1; por tanto, la ecuacion tiene
siempre solucion (bien por ser el discriminante de la forma un cuadrado
perfecto o bien por ser siempre 2 o h restos cuadraticos modulo 1).

La ecuacion [9] puede en este caso reducirse a la siguiente:
alp — V)2 + (@ + b) (u—v) (e —m) + ble —m)* = A
y también:
[a{p —v) + b(e — )] - [(u—v) + (e —x]) = 2~

Ecuacién que se resuelve con:

| p—v=p*—>bg*
e—1n =ag —p* {11]
A = (a—D)q

donde p, q € Z.

(*) Facilmente se comprueba que en este caso: Q = p, A = 1, con
lo que a o b siempre son restos cuadraticos moéd. 1. Si se ha operado de

la forma anterior, es para obtener las soluciones de la ecuacién [9].
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Se llega, por tanto, a la conclusion de que si
a+b—c=0
la ecuacion

az®+cxy+ by =17Int!

tiene siempre solucién en el campo Z*.

{
EJEMPLOS NUMERICOS

Resolver, en el campo Z*, las siguientes ecuaciones:

1.0 2z 4+ 7xy + 11 y? = Zn+*: el discriminante de la forma es: —39;
luego: Q = 1, A = — 39, como 2 u 11 no son restos cuadraticos
modulo 39, la ecuacién no tiene solucion.

2.0 2x2 4+ 3xy + b y? = Zn+1, el discriminante de la forma es: —31;
luego, O = 1, A = — 1, como 2 6 5 son restos cuadraticos modulo 31,
la ecuacion tiene soluciém.

Como:a + b—c =2 4+ b5 —3 =4 == 2 se aplican directamente
las férmulas 8; y haciendo o« = v, B = 3§, se tiene:

5
T =— (@ + B)2—2 a2
2

y=2p"—(«+ p)°
procediendo por recurrencia, como se indicé en el apartado A:

n

2 3a 4+ 108
z=(R2a% +3apB + 5 B2 -(occosnm+———————~——sennm

3T
n
2 40 + 38
y=(Qaz +3afB + 5% [pcosnow——————— s N
y31

yA

I

202 + 3o 4 b B2
siendo

(« + B) V3L
78—«
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Haciendo !
= 180
pre:n =2 a=>5|y=—7802.1802—3.180 - 788 - 5.7882 = 140*
=32 o
3.0 7xt—zy 4+ 10 y® = Zn+1, el discriminante de la forma es = — 279;
luego, Q = 3, A = — 31, como 7 6 10 son restos cuadraticos mo-

dulo 31, la ecuacion tiene solucion.

Comoa +b—c¢ =174 10 + 1 = 18 52 /2, la ecuacién [10] sera

— 0% + [3(e — M)]* (—31) + 7(27)2 = 0
67 + 31 [3(e — wm)I* = 7(RAp

dicha ecuacioén tiene la solucion
6 = 117 p* — 403 ¢* + 588 pg
e—mn =-—9p*+ 31 ¢ + 26 pg
A= 4(9 p* 4 31 ¢?)
donde p, ¢ € Z.
Si hacemos

9p? =1 0 =13

g =20 A= 4

y entrando en la ecuacién [9)

e—mn+0
| e
7
luego
p—v=—1
g— 7 = —1
Sihacemos\
p=0v=1e=19=2
se tiene

[12]
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luego

7z —zy + 10 y? = 10 X2 4 39 XY -+ 45 Y? = Zn-+1, esta ultima
ecuacion verifica quea + b—¢ = 10 4 45— 39 = 16 = 42, y ya
se ha visto en el caso anterior su resolucién.

Una vez halladas X e Y, entrando en [12], se calculan z, y, con lo
que se resuelve el problema.

490 3 x* + 5y + 2 y* = Zn+1, al discriminante de 1la forma es =1,
luego Q = 1, A = 1; luego la ecuacién tiene solucién al ser 3 6 2
restos cuadraticos modulo 1.

Siendo =a 4+ b—¢ = 3 4+ 2 — b = 0, la ecuacion tiene soluciéon
{pagina 00).
Aplicando las férmulas [11]

p—v=p*—2¢q

e—mn=3¢—p*
Si hacemos p e :p = ¢ = 1

p—y=—1

ge— 7 =2
luegopre=p=1,v =2, e =2, 7n =0, luego
z =X 4+ 2Y

y = 2X

luego 32* + 6y + 2 y2 =21 X2 + 32 XY + 12 Y? = Zn+2 forma que
verificaa + b —c¢ = 21 4 12 — 32 = 1, luego se procede analogamente
al problema 3.°

Otro tipo de ecuacién que puede resolverse, aplicando los métodos
anteriormente indicados, es el siguiente:

az® 4 cxy 4 by = (a A® 4 ¢ AB 4 b B?) Zn

donde a, b, ¢, A, B, n € Z* son conocidos.
La forma f = a z* 4 cay -+ by? es ipsofactorizable (si no lo fuera se
harian los cambios

Z=puX+vY
y=csX+7Y

necesarios para que lo fuera, andlogamente a lo expuesto en pdginas an-
teriores).

Por tanto:

azx? ey +by*=(aa® +cay; B, +0Pp%) {aa?;, +coy By +
+bB%) ... {aatt, +Canti Bats + b BPrty)
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y haciendo

Zn=(a w?, + £ oy By + b B2) ... (@ @4y +cuntyr Brta+ b BPatd)

procediendo de forma analoga a la efectuada en los apartados A y B se
resuelven este tipo de ecuaciones.

En lugar de considerar formas cuadraticas binarias, podriamos hacer
uso de la identidad de EULER:

(@12 + B2 4 vif + 8,%) -+ (0p? + Ba® -+ va? + 8,%) =

=(—ayay + By Bat vivas + 8 3.5+

+ (“1 8y — BiYs + v1 B2 + 81“‘2)z -+
+(°‘1 Ba + Bl‘xa'—“Yl 3, -+ 81Y2)2 +
{2y v2 + By 82 + v1 0y — 8, Bz)z

Siguiendo el mismo método expuesto en los apartados anteriores,
se tiene:

Glo, By, 8) = o2 + B + 72 + B

luego:
Gla, By, 8) - Glo, Byy, 8) = GIX,Y,Z, V) = W?
siendo:
X = —af 4 B+
Y =2a3d
Z=2uaB
V==%uay

De esta manera, y andlogamente a lo dicho para las formas cuadra-
ticas binarias del tipo az®* 4+ by?, se podria llegar a la solucion de ecua-
ciones del tipo

X® 4 Y2 4 Z2 4 V:=Wn

X2 4 Y® f Z2 4 V2 = (g% + b% + ¢t 4 d2) Wn






