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INMERSION DE UNA GEOMETRIA METRICA
DE CUALQUIER DIMENSION EN UNA
GEOMETRIA PROYECTIVA

por

H. R, Frieprein y E. Sagz S.

I. INTRODUCCION

Todo plano métrico es sumergible en un plano proyectivo usando
snail maps [4]. Ewald, en [3], generaliza la inmersién en cualquier di-
mensién, demostrando que la geometria métrica es de incidencia en el
sentido de Wyler, y segun [7], toda geometria de incidencia, con di-
mension mayor que tres, es una geometria proyectiva. Si la dimension
es tres, el hecho se puede demostrar con [1].

Las desventajas de realizar la inmersién, apoyandose en [7], se deben
a que se utilizan métodos fuera de la geometria métrica. Por otra parte,
uno de los autores, en [5], hace la inmersiéon en cualquier dimensién
utilizando snail maps generalizados en geometrias métricas.

La idea de este trabajo surgié como una tercera posibilidad de su-
mergir una geometria métrica, en cualquier dimensioén, en una proyec-
tiva, sin usar métodos fuera de la geometria y sin usar snail maps ge-
neralizados.

Como en una geometria métrica eliptica, los puntos y las series de
puntos coinciden con los puntos y las rectas de la geometria métrica,
entonces es inmediato que los puntos y rectas de una geometria métrica
eliptica constituyen una geometria proyectiva.

Para encontrar la geometria proyectiva, en el caso no eliptico, es
necesario extender el conjunto de los puntos y el de las rectas, introdu-
ciendo los llamados elementos ideales. Como definicion de puntos idea-
les, se usa la clasificacién de haces de [5].

Importante para el trabajo resulta el teorema 2.10-2.12. Con estos
resultados es posible reducir la demostracion de la inmersion de cual-
quier geometria métrica al caso de la inmersién de planos métricos en
proyectivos [4].
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1. DEFINICIONES Y RESULTADOS CONOCIDOS

Sea B un grupo con generador P U G que contiene solamente
elementos involutorios. Los elementos de P se llaman puntos (se
designan por letras mayusculas, como P, Q, R, ..., ete.) y los de G,
rectas (se designan por letras mindsculas, como g, b, ¢, ..., etc.). Si
o, B son elementos involutorios distintos de B, tales que «f = Bu, en-
tonces se escribe a/B. Six = Py B = q, tales que a/P, se dice que P se
encuentra sobre la recta a, o bien, que la recta a pasa por el punto P.
Si el grupo B, con generador P U G satisface los axiomas de [3], enton-

ces (B, P U G) se llama geometria métrica v B, el grupo de movimientos
de la geometria métrica.

Uno de los resultados importantes de [3] es que dos puntos dife-
rentes, P, O, definen dnicamente una recta que pasa por dichos puntos,
la cual se designa por (P, Q). El reciproco es falso (ver [6]). El producto
P(P, Q) se llama hiperplano.

Sean P, Q € P con P # Q. El conjunto de puntos <P, Q> : =
= {P}U {X/(P, Q) = (P, X)} se llama serie de puntos. En [6] se explica
la diferencia entre recta y serie de puntos.

Sean P, A, B puntos que no se encuentran en una misma serie de
puntos. El conjunto de puntos (P, A, B) : = {X/(P, A) (P, B) (P, X) =
=(P,R},R e P} U {P} se llama campo de punios. El producto P(PQ) (PR)
con (P, Q)/(P, R) se llama plano méirico.

Siempre se puede enconfrar unicamente para un campo de puntos
un plano que contenga todos los puntos del campo de puntos (la inciden-
cia entre plano y punto es definida andlogamente por la relacion I).

Si en (B, P U G) existen puntos P, Q con P/Q v PQ = (P, 0), enton-
ces la geometria métrica se dice elipfica.

La geometria métrica (B, P U G) se dice euclidiana si se satistace el
siguiente axioma: Sea (P, Q)/(P, R), entonces existe un punto S tal
que (P, Q)/(Q, S)/(S, R)/(P, R).

Segun [3], en una geometria métrica no eliptica, los campos de pun-
tos coinciden con los planos métricos, y las rectas, con la series de pun-
tos. Los campos de puntos se designan por letras, o, 8, u, . . . , ete.

En {3] se puede encontrar la demosiracion de que los puntos y las
series de puntos, en una geometria métrica eliptica, forman una geome-
tria proyectiva y la inmersion de planos métricos en proyectivos se
encuentra en [2]. Por esta razon, el presente trabajo contempla geome-
trias métricas que no son ni planos métricos ni geometrias métricas elip-
ticas. Por ultimo, se advierte que se usan los axiomas de [8] y [7] para
la geometria proyectiva.

La meta siguiente, es construir a partir de la geometria métrica una
geometria proyectiva en la cual ésta sea inmersible.



2. INMERSION.
2.1.  Definicidon.

Sea un conjunto de rectas de la geometria no eliptica con la pro-
piedad (*): «Por cada punto A de la geometria existe g en el conjunto,
tal que Alg y dos rectas cualesquiera del conjunto se encuentran siem-
pre en un plano métrico.» Un conjunto de rectas que tiene la propie-
dad (*) se llama:

a) Haz de 1.5 clase, si dos rectas diferentes del conjunto siempre tie-
nen un punto en comun.

b) Haz de 2.2 clase, si dos rectas diferentes del conjunto tienen siempre
una recta ortogonal en comun.

c) Haz de 3.2 clase, si dos rectas diferentes del conjunto no tienen punto
ni recta ortogonal en comun.

2.2. Definicidn.
Se llama punio ideal a cualquier tipo de haz y se designan por: (A),

(B), (C)...
En [5] se da la siguiente clasificacion de haces.

2.3. Teorema (clasificacién de haces).

Sea a un conjunto de rectas que tiene la propiedad {*), entonces:

i) Si existen a, b € @ con @ =£ b y existe P, tal que P/a, b; entonces,
a es un haz de 1.% clase y todas las rectas pasan por P.

ii) Siexistena, b eaconas£b y exite g, tal que, gla, b; entonces ¢ es
un. haz de 2.2 clase.

iii) Si existen @, b € a con a 5% b, tal que no existe P con Pfu, b, y no

existe ¢, tal que g¢/a, b; entonces ‘@ es un haz de 3.2 clase.
Los haces de 1.2 clase son los puntos de la geometria, por esto, tam-
bién se designan por letras A, B, G, D, ...
En [5] también se encuentra el siguiente resultado:

2.4. Teorema.

Sea (A) un haz de 2.» clase, entonces existe un hiperplano O - G, tal
que i e {A)si ys6losi O-G = O’ h, O -G es llamado hiperplano soporte
de (A) y se tiene: (A) = {h/O |G = O’ - h}, (A) se desgina por (O - G),
2.5. Definicion.

Sea g e G, entonces el conjunto (g) : = {(P)/g & (P)} es llamado recta
ideal propid.
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En la construccién de planos métricos, realizada por F. Bachmann.
es fundamental el rol de ciertos mapeos llamados en su libro {2] «Halb-
drehungem», vy en inglés (ver [4]), «Snail maps». En este trabajo se usa
el nombre en inglés. La definicién y la propiedades de los snail maps se
pueden encontrar en [2], [4].

2.6. Definicion.
Sea (g) una recta ideal propia en un plano métrico « y * un snail

map en «, con centro o € o, entonces el conjunto: (1) = {{P)/(P)* = (A),
con g € (A)} es llamado recta ideal.

2.7. Definicion.

El conjunto: (g ): = {{P.)/(P.) haces de 2.8 clase (P,) = (0 - gu), i € I
Y g1 g; gk es una recta gfo para todo i, j, k e I}, es Hamado recla ideal
infinita respecto del punto O.

2.8. Definicion.

Sean g; # ¢, con 0/g, g., entonces el conjunto: («) : = {(P)/existe &
conh -g,g,=1 0/1 y h €P)} es llamado plano ideal propio.

Es claro que, un plano ideal propio {«) es inducido por un plano mé-
trico « y segun [2], los planos ideales propios son planos proyectivos.

2.9. Definicion (ver Wyler [71).

Sean (A) # (B), entonces el conjunto: (g)(a)z=(s) : = {{P)/ para todo (a)
plano ideal propio con (A) e («) y (B) e (A), se tiene (P) e (a) }, es
llamado recta ideal segiin Wyler.

2.10. Teorema.

Sean (A), (B) puntos de (g) ¥ (9} #* (4,,), entonces (¢) es una recta

ideal segin Wyler, si y s6lo si para todo («) plano ideal propio con (A},
(B) e (o) existe * en o tal que (9)* = (1) y {1) es una recta ideal propia.

Demostracion (suficiencia).

Primero se demuestra que existen («,), («,) con {(a,) 5= (o) (A), (B) €
€ (%), (@) ¥ (o) N (5) = (g).

Sea P e P, entonces existen o =< b con @ & (A), b € (B) y P/a, b por
2.1.

De 2.8 existe («,) plano ideal propio determinado por «, b con (A),
(B) e (=), pero, por hipétesis, existe * en «, con (g}* = (1) (recta ideal
propia en («,) ). Sea Q I' («;), entonces, por el mismo razonamiento an-
ferior, existe («,) plano ideal propio diferente de (a;) con {A), (B) € (a,).
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Luego (A), (B) € (), (), ademas, (g) € («)) N («g), ya que: si (R) & (g)
¥ (R) 5= (A), (B) se tiene que (R)* = R, (A)* = A, (B)* = By A, R, B/(1),
donde * es en «; y (1) es una recta ideal propia. Tomando imdgenes in-
versas se concluye que (A), (R}, (B) e («,;). Andlogamente, (A), (R), (B) e
€ (a,), luego (g) C (o) N («3).

Falla demostrar que («,) N (a;) € (g). Sea (R) £ (A), (B) con (R}
¢ (9) v (R) e () N (a,), entonces existe (m) £ (g) con (R), (A) € (m),
ademss, existe (n) 3¢ (m), tal que (R), (B) e (n). Por lo tanto, (g), (m)
¥ (n) determinan un unico plano ideal propio (y) con (A), (B), (R) € (v),
por ser éste proyectivo. Luego («,) == («;) ¥ esto es una contradiccion,
pues se tenia («;) £ (o). Es entonces («;) N («;) € (¢9) ¥y, en consecuen-
cia, (o) N (x) = (g). (Condicién necesaria.) Obviamente se tiene que
si {g) contiene un punto ideal propio, entonces (g) es una recta ideal
propia. Supongamos ahora que (g) no contiene ningin punto ideal pro-
pio y que sobre (g) existen tres puntos ideales, (A), (B), (C), ¥ que en
uno de los planos («) que contiene (g) hay un snail map *, tal que (A)*,
(B)*, (C)* son puntos ideales no colineales. Entonces (A}, (B), (C) son no
colineales y, en consecuencia, todos los planos que se intersectan en (g)
son iguales, es decir, la geometria dada es un plano métrico hecho que
contradice el contexto en el cual se suponen las hipotesis.

2.11. Teorema .

Sea (goo) recta ideal infinita respecto del punto O en una geometria
métrica no eliptica y no euclidiana, entonces: (9,,)" = (1), donde (1)
es una recta ideal propia y * tiene centro O’s£ O. (Ver [4].) Como conse-
cuencia de 2.2 a 2.11, los diferentes tipos de rectas ideales se reducen a
rectas segun Wyler.

Si la geometria es euclidiana, entonces el teorema 2.11 no es valido.

2.12. Teorema.

Sea (g,,) en una geomeiria métrica euclidiana, entonces (gw) es
una recta segun Wyler.

Demostracion.

Para demostrar que existen (o), («,) planos ideales propios diferen-
tes con (o) N («g) = (g} Sean (0 - g,), (0 - gs), (0 - ¢5) € (g,,), luego por
2.7 se tiene que g, - g, - g5 = h, con h/0 y, en consecuencia, ¢,, g;, g5 de-
terminan un plano propio (a,) con (0 - g,), (0 - g,), (0 - gs) € («,)- Sea
0 ¢ ay, tal que 0°/g", y ¢/, € (0 - g) eon i = 1, 2, 3, entonces ¢y, ¢’s, 9’5
determinan un plano propio {«,) 5 («;) y (0" - g'1), (0" - g's), (0" - g's) € (@),
pero (0" - g’;) = (0 - g,) con i = 1, 2. 3, luego (9,,) = (0a) U (s).
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2.13. Teorema.

Los puntos y rectas ideales, en una geometria métrica no eliptica,
constituyen una geometria proyectiva. ”

Demosiracion.

Verificaciéon de G.P.1 de [7}: Si {A) # (B), entonces existe una uni-
ca (g), tal que (A), (B) = (9).

a) Si(A) es de primera clase, enfonces si (B) es otro punto ideal dife-
rente de (A), existe una unica (g) recta ideal propia con (A), (B) €{g).
Esto es consecuencia de 2.9.

b) Sean (A), (B) ambos no de primera clase en una geometria no eclu-
diana, entonces existe («) plano ideal propio determinado por 0,
(A), (B). Analogamente, si consideramos 0’ # 0 con 0’ ¢ («), en-
tonces 0/, (A), (B) determinan («’) plano propio diferente de (a).
Luego por 2.10 existe una unica (g), tal que (A), (B) {g) = («) N (a’}.

¢) Sila geomeiria es euclidiana, sean (A) 54 (B) tal que:

1. (A) ¢(9,) v (B) e(g,). Sean («) tal que (g,) € (a), (A) € (a)
y * snail map en « con centro 0. Entonces: (B)* = (C) con (C) €
€ (goo) Y (A)* = D, luego existe una unica (1) recta ideal propia
con D/(1), (C) e (1) y como * es un mapeo 1-1, entonces existe
una tnica (m), tal que (A), (B) e (m) y (m)* = (1}

2. (A),(B) e (gw), entonces por 2.12 (g ) es vinica.

Verificacion de G.P.2 de [7]: Sean {A}, (B), (C), (D), (E) puntos idea-
les diferentes, tales que no se encuentran en una misma recta y (A),
{B), (C) e(g) vy (C), (D), (E) e (a). Ademas, sean (d), (1) tales que (B),
(D) e(d) y (A), (E) e(1). Entonces existe (F), tal que (F) e(d). (1).

Caso 1.

Sean (A}, (B), (C), (D) {(E) puntos ideales en un mismo plano propio.

Sea'(C) P, entonces las rectas propias (a), (g) con (C) e (a), (¢) determinan
un unico plano ideal propio (), tal que (A), (B), (C). (D)}, (E) e (a). Luego
existe (F) con (F) e (d}, (1).

La demostracién es andloga si uno de los otros puntos pertenece
a P, por la configuracion dada en la hipétesis aplicando 2.8.

Caso I1.

Sean (A), (B), (C), (D), (E) puntos ideales diferentes, tales que no

se encuentran en un mismo plano propio. Sea 0 € P, entonces 0, (A), (B)
y 0, (D), (E) determinan plgnos propios diferentes (B) y (v), respectiva-
mente.
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Por {3], 0, (B), (y) originan un 3-espacio K (definicién, ver [3]). Por
otra parte, O, (B), (D) y 0, (A), (E) determinan planos propios diferentes
() ¥ (), respectivamente. En forma analoga, 0, (a,), («,) originan el
3-espacio K. Por [3] en K se tiene que («;) N («,) = (r), recta propia y
existe (H) en el 3-espacio K con (H) € (r}), (1), (d), pues en un 3-espacio
es vialido el Veblen Young.

Sea 0’ € P, con 0’ £ 0. Por el mismo razonamiento anterior existen
("), (¥"), (@h), (o's), tales que 0', (8), (v') ¥y 0, (a4), («’y) determinan un
3-espacios K’. Ademas (o) N («’;) = (r’) recta propia y (H") € (r), (1}
{d), es decir, {H), (H') & (1), (d), donde {1} 5% (d), entonces (H) = (H’).
Sea () tal que 0, 0°/(m), entonces (m) y (r) determinan un plano propio
(3) v como 0, (H) e (3); estd en (8) (r) y en consecuencia (r) y (r’) es-
tan ambas en (3).

Haciendo recorrer 0 por todos los puntos de la geometria, se obtiene
un conjunio (F) de rectas propias en donde cada par de rectas estdn
en un plano propio, luego existe (F), punto ideal, tal que (F) e (d), (1).

VERIFICACION DE G.P.3. pr [7].

a) Si{g) es una recta ideal, entonces existen por lo menos (A}, (B), tal
que (A), (B) € (g), con (A) # (B). Sea (g) recta ideal, entonces 3 («)
plano propio tal que {g) c {(a). Si * es un snail map en «, tal que
(g) * = (m), con (m) £ (g) y {m) recta propia en {«) entonces existen
(C) £ (D) e (m); luego, como los snail maps son inyectivos, se tiene
que existen (A), (B) e(g)con (A) * = (C)y (B) * = (D). Si(g) * =
= (g), entonces en « existe 0 y (r) recta propia con 0 e (r} y (A) € (r)
para algun {A) e (g). Si no. se eilge otro punto 0’ £ 0, tal que ocurra
el hecho anterior. Sea * en « con centro 0, entonces (r)* = (r’), rec-
ta propia, tal que 0 e (r’) y (A) * = (B), con (B} €(g). En consecuen-
cia existen (A), (B) diferentes, tales que (A), (B) & (g).

b) Existen (A), (B), (C) puntos ideales diferentes, tales que no estdn en
una misma recta (g).

Demostracion.

Existen A, B, C diferentes en P, tales que no est4n en una misma
recta g, luego existen (A), (B), (C) puntos ideales diferentes, tales que no
estan en una misma recta propia (g). Ademds, sabemos que no existe
ninguna recta ideal no propia que pase por {A), (B), (C), pues, éstas no
tienen puntos ideales de primera clase.
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