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GENERALIZACION DE SNAIL MAPS A
GEOMETRIAS METRICAS DE CUALQUIER
DIMENSION E INMERSION DE ESTAS
GEOMETRIAS

por

H. R. FrIEDLEIN

1. Introduceion.

Una geometria métrica con dimension finita se puede describir por
ciertos grupos que son generados por elementos involutorios ([1], [2},
{41). En las geometrias métricas pertenecienles a estos grupos, los ge-
neradores determinan reflexiones en hiperplanos.

Los puntos y las rectas de la geometria son determinados por cier-
tos productos finitos de reflexiones en hiperplanos.

Esta idea no sirve para la construcciéon de una geometria métrica
de cualquier dimension, pues hay que asignar a los puntos y las rectas
productos infinitos de elementos del generador. Por esta razom, G.
Ewald [3] eligio como gencrador del grupo que determina la geometria
métrica dos conjuntos de elementos involutorios, los cuales, en la geo-
metria métrica, corresponden al eonjunto de las reflexiones en rectas y
al de las reflexiones en puntos. Este coneepto no solamente entrega una
construccién mas simple para las geometrias métricas, sino que, ademas,
permite la construccion de geometrias métricas de cualquier dimension.

Uno de los resultados principales es que cada geometiria métrica es
sumergible en una geometria proyectiva. Este resultado es trivial en el
caso de la geometria métrica eliptica, pues ella ya es una geometria
proyectiva. Para la inmersiéon de un plano métrico se necesila el con-
cepto de snail maps. Para la geometria métrica de dimensi6n tres, Ewald
en [3] necesita [1] y para las otras dimensiones [10]. Generalizando el
concepto de snail maps a cualquier dimensién se pueden evitar estos
desvios.

En esle trabajo haremos esta generalizaciéon. Ademas, definimos en
geometrias métricas con dimensién > 3 haces de rectas y extendemos
los snail maps al conjunto de los haces. En la ultima parte del articulo
daremos una demostracion para la inmersion de geometrias métricas
usando snail maps.
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2. Snail maps en espacios métricos de cualquier dimension.

Contemplamos en lo que sigue sélamenle espacios métricos no elip-
ticos. Sean O un punto del espacio métrico no eliptico y gO, hO dos
hiperplanos por O, entonces:

(1) Dados g0, hO. Para Psh = PgO"0 existen reclas g/, b’ tal que Poh=
= Pg'h’ y ¢’, h’, P’h’ se encuentran en un mismo plano métrico E,
ortogonal a los hiperplanos dados.

Demosiracion: Consideremos las perpendiculares [y, I, de P a ¢O,
hO, respectivamente. I,, I, se encuentran en un plano métrico E, orto-
gonal a gO y hO. E corta a gO en la recta s; y a hO en la recta s,; s, s,
pasan por un punio O’. Segun los axiomas b, 6 de [3], existen perpendicu-
lares ¢/, A’ de O’ a gO, hO, respectivamente, tal que ¢'0’ = gOy 'O’ =
= hO.

DerFiNicION 1: Con © se describe un mapeo del conjunto de los
puntos de un espacio en si mismo, del cual se pide:

1. Paraun punto Pt gO v P 1 hO, se define la imagen P? en la siguien-
te forma: Sobre la recta (P, Pgh) se consiruye la perpendicular k que
pasa por O. El punto de interseccion de (P, Pgh) y k sc designa por Po.

2. Para PlgO, hO; se define P = Po,

Nota: Como para P s£ Pgh; P, Pgh y O delerminan un unico plano mé-
trico, segun [3] siempre existe el punto Po.

Los axiomas de la geometria métrica implican que las rec-
tas en el caso no eliptico son unicamente determinadas como
unién de dos puntos diferentes. Entonces podemos extender el
mapeo ° al conjunto de las rectas sobre ellas mismas.

DEFINICION 2: Seav = (P, Q); entonces ve = (Po, Q°) donde v° es
la imagen de v bajo ©°.

) a) PIa = Polago
b) Sea E un plano mélirico, entonces P 1 £ => P° I Eo.

Demosiracion: a) La demostracién es una generalizacion de una
demostracion en [6]. Sea ¢ = (A, B) y supongamos que a ! gO, hO.
Ao es el punto medio de A, A¢h (comparar [2], pag. 125), entonces la
recta ¢ = aghAc pasa por A.

Para los puntos P [ a4, P — Pghto [ ¢. De [2] sigue fdcilmente que para
todos los puntos P de la recta « se tiene la igualdad Peha — P*(B, BohA©)
si @ 5% ¢, donde M designa el punto medio de B y BgAo, el cual existe.
Sea I la recta que pasa por A° y es ortogonal al hiperplano M(B, B9 1).
Contemplemos la reflexion en el hiperplano A° - [, entonces:

Pon — pM(B, thAo)Ao = p¥(B, Boh\o)Ao I
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Segun [3] 8,6 para M(B, Boiro), Ao [y P, [ se pueden cncontrar hiper-
planos H,, H, tales que H,IP y M(B, Bohto) Ao = H H, con H,, H, | [,
enlonces se tiene P = Puu,l = Pu,l Segun la construccion, H, se
puede representar por Ml con M'll y de esto sigue Pgh = Pim/l = Pw’,
por otro lado, ésto significa que M ¢s el punto medio de P y Pyh, es de-
cir, segun definicion 1, M cs ¢l punto Po, ¥ en consecuencia, a® = [ Si
a = ¢, entonces ash = ¢A® = g1 donde H es un hiperplano que con-
tiene el punto A°; a° cs la interseccion de H con el plano métrico gene-
rado por a y agh.

b) Segun [3], E es determinado por las rectas diferentes u, v que
pasan por un punto O’ de 5. Ademas. se sabe que un punto P pertenece
a E si up (O’, P) es una reflexién en una recta. Segun [3], axioma 3,
existen punlos U I u, V T v, tales que u=(0’, U), v = (0’, V) y de (2a)
junto con el axioma 2 en [3] se deduce que (O’, U)o (0’, V)o (O’P)° =
= (0’0, Uo) (0’0, Vo) (O’c, o) ps una reflexion en una recta, y en conse-
cuencia Po I L.

En una geomeiria métrica que es un plano métrico el mapeco © de-
fine un snaitl map:

(3) En un plano métrico no eliptico, el mapeo ° es un snail map.

Demostracion: gh defline una rotacion por el punto O. Sea I I O la
recta ortogonal a (P, Pgh). Segun [2], pag. 125. p! = poh. Sea & la recla
(O, P} y contemplemos el producto kgh = I’; <egiin esto, p!’ = plsh =
= pl £ P. [2], pag. b2. nos asegura que [ = [’, pues la posibilidad que I’
es un produclo involutorio con I’ I P conduce a una contradiccion, ya
que tenemos planos mélricos no elipticos. Luego para A I O : ho = kgh.

Sea k t O, entonces existe una recta v | k tal que v I O designemos
por A la interseccion de v con k. La unién (A, P)es kcon PIk, P # A.
Segun (2a), k° = (Ao, Po) y v° | ko implica el teorema de Hjelmslev.
(Ver [2].)

(4) Sea ! una recta de una geomelria métrica y E un plano métrico
talquel1 Ey E | Og, Oh. Entonces [° comcide con la imagen de ! bajo
un snail map adecuado de E.

Demostracion: E | Og si y so6lo si existe un s I E con O’s = Og
para un punto O’1 Og. Del axioma 4 y de la definicién de un plano mé-
trico (igual a un campo de puntos) en [1] sigue que E con Og y E con Oh
tienen en comun una recta, respectivamente. Por lo tanto, existe ST E,
Oh, Og. Se termina la demostracion andlogamente como en (3). Al 1gual

que en una geometria métrica, llamamos al mapeo ©, snail map.

3. Haees en espaeios métricos diferentes de un plane métrico.
p !

DerFinicion 31 Un conjunto de rectas de una geometria métrica di-
ferente de un plano métrico que satisface la condicion (V). «Por cada
punto de la geometria métrica pasa una recta del conjunto y dos rectas
del conjunto se encuentran siempre en un plano métrico» se llama:

(a) Haz de 1.2 clase, si cada par de rectas diferenies del conjunlo
tienen un punto de interseccion,



(b) Haz de 2.2 clase, si cada par de rectas del conjunto tienen en
comun una recta perpendicular.

(¢) Haz de 3.2 clase, si cada par de rectas del conjunto no tienen en
comun ni un punto de mmtersecciéon ni una recta perpendicular.

(5) Sea M un conjunto de rectas que satisface la condicion (V). Si
dos rectas diferentes « b de M se cortan en el puntoe P, entonces cada
recta de M pasa por P. M es entonces un haz de 1.2 clase.

Demosiracion: Sean a, b e Mcona, b I Pyas4b. Suponemos la
existencia de unareclta g e M con ¢ t P. Contemplamos los siguientes
casos:

{a) g, a, b no se encuentran en un mismo plano métrico. Entonces
existen los siguientes planos métricos: E(a, b), E(P, ¢) . (Con E(«, 8) ano-
taremos el plano métrico determinado por «, 8, donde « puede ser una
recta o un punto y f una recta). E(q, b), E(P, g) no pueden cortarse en un
solo punto P, pues, en este caso, ¢, @ no estarian en un plano métrico,
situacion que contradice la condicion (V). Contemplamos el caso donde
E(a, b), E{P, g) ticnen en comun exactamente una recta h que esnecesa-
riamente diferente de g. Andlogamente a lo anterior, se llega a una con-
tradiecién. En el caso de que la interseccion de E{a, b) y E(P, g) contiene
por lo menos tres puntos no colineales, entonces de [3] sigue que E(a, b) =
= E(P, g). hecho que contradice g I E (a, b). En resumen, hemos encon-
trado que todas las rectas de M que no se encuentran en E(a, b) pasan
por P.

(b) Sea g I I (a, b), entonces, segun (V), existe un 2 1 E(a, b) con
b e M. Por (a), larecta h pasa por P. Lasrectas a, I, g, cona, h I P, no se
encuentran en un mismo plano métrico, y aplicando otra vez (a) a las
rectas a. I, g, se termina la demostracion. En realidad también se ha de-
mostrado el sigmente suplemento para (3):

Sea M un conjunto de rectas que satisfacen las siguientes propie-
dades: cada par de rectas de M se encuentran en un plano métrico, pero
no todas las rectas de M est4n en un mismo plano métrico, existen dos
rectas diferentes. @, b € M, con un punto P en comin, entonces todas
las rectas de M pasan por P, es decir, es posible clasificar haces de pri-
mera clase por tres rectas adecuadas.

{(6) Siun conjunto M cumple la propiedad (V) y existen dos rectas
diferentes en M con una perpendicular en comtn, entonces M es un haz
de 2.2 clase.

Demostracién: Segun (5) ningtin par de reclas diferentes de M se
cortan. Suponemos la existencia de ¢, h, ¢ M y la existencia de [ tal que
I 1 g, hycongsz£hy. Sih, e M entonces hy, i, s¢ encuentran en un plano
métrico por E por (V).

(a) Sea g ? E. Ademds, suponemos que g, E forman un 3-espacio
que siempre contiene los planos métricos E(R, h,), E(R, i) con R 1y, L.
Segun (V), g I E (R, hy), E(R, h;); y segun [3] se puede escribir E (R, h,) =
=gIlR, E(R, hy) = g i, R donde {, es la recta ortogonal ¢ ¢ con i, pa-
sando por Ry {, I E (R, h,). El plano métrico E ([, #,) es ortogonal a
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E, E (h,, R) ¥ E (hy, R). De donde sigue que E (I, {,) es orfogonal a la
recta h, en la cual se intersecan E (hy, R} y E. Entonces las rectas hy, g
tienen una perpendicular en comun y andlogamente para h,, h;; pues
E (R, h,) ¥ E (R, h,) siempre se cortan en g y en consecuencia, ¢, h,, by
forman un 3-espacio.

(b) Sea g I E tal que iy, h, I E; entonces se elige una rectas 1t E y
se aplica la parte (a) de la demostracién. Analogamente, como antes,
podemos agregar un suplemento para 6:

Sea M un conjunto de rectas que satisfacen las siguientes condicio-
nes: dos rectas diferentes del conjunto siempre estdn en un plano mé-
trico. pero no todas las rectas de M se encuenlran en un mismo plano
métrico, existen en M dos rectas diferentes, a y b, tal que existe I | a, b.
Entonces, cada par de rectas de M tienen en comiin una recta ortogonal
a ambas y M determina un haz de 2.2 clase,

(7) Si'M es un conjunto de rectas de una geometria métrica que sa-
tisface la condicién (V) y existen_a, b € M diferentes, tal que no tienen
ni un punto de interseccion ni una recta { | a, b, entonces M es un haz
de 3.2 clase. Ademas, se pueden describir haces de 1.2 y 2.2 clase en la
siguiente forma:

(8) (a) Dado un haz de 1.2 clase. Entonces a pertenece al haz si
a I P donde P es el punto de interseccién de un par de rectas diferentes
del haz.

{b) Para un haz de 2.2 clase existe siempre un hiperplano H tal
que una recta a pertenece al haz si y solosia | H. H se llama el soporte
del haz y se escribe G(H).

Demostracion: Hay que demostrar solamente (b). Sean g y h dos
rectas diferentes del haz de 2.2 clase. Entonces g, h tienen una recta [ or-
togonal a ambas que también pertenece a E (g, h). Sean K y L las inter-
secciones de I con g y h, respectivamente; entonces contemplamos el
hiperplano Kg = Lh. Sea j recta del haz G (Kg). Para j | [ segtn [3],
axioma 4, el hiperplano Lh | j, entonces consideramos j t I,

Seal’ | h,j. "1 Limplica Lh + j.Paral’ ? LienemosE(h,j) | Lh,
pues E (g, h) { Lh. Andlogamente se ve que E (g, j) | Lh. La recta j,
que es interseccion de E (g, j) con E (h, j), tiene un punto de intersec-
ciéon R con Lh, pues g, j, h determinan un 3-especio. Luego j | (R, L),
(R, K), lo que significa que j | Lk = Kg.

4. Extension de snail maps a los haees

Contemplamos una geometria métrica que no es un plano métrico
y snail maps por el punto O, llamado centro de los snail maps.

(9) EI snail map ¢ con cenfro O mapea cada haz de 1.2 clase sobre
un haz de 1.® clase.

La demostracién es una consecucncia directa de (8a) y de la defi-
nicion 1.

(10) Sea © el snail map determinado por gO, hO. (a) Si H es un hi-
perplano ortogonal a gO y hO, entonces G(H) queda fijo bajo o,
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(b) EI conjunto de todos los hiperplanos H tales que cada punto
P I gO, hO pertenece a H queda invariante bajo °.

SeaH=PuvconP IgO,h0O. Por(4),v J I, conv10g, Ohyl1E (g, h),
implica v° = v | l°, Luego Pv — Puo pasa v I Og, Oh.

Sea v € E{g, h), entonces, segun (4), se tiene que v° = vgh € E{g, h).

Por lo tanto, (Pv)o = Puvo, lo que demuestra (b).

(11) Para cada haz que no es un haz G(H) con H I O existe un
snail map © con centro O, tal que la imagen del haz es una haz de 1.» clase.

Demostracién: 1. Siel haz es un haz de 1.» clase, entonces se tiene
la propiedad por (9).

2. Dado el haz G(H) con G{H) == G(H,) y H, I 0. Consideremos g
perpendicular a H tal que ¢ I O, F, donde F I H y R un punto en H dife-
rente de F. Con v designamos la recta que pasa por R y F. Las rectas
g, v determinan un plano métrico E(g, v) | H y la interseccion de E(g, v)
con H es exactamente la recta v. Segun (4), snail maps determinados por
hiperplanos ortogonales a E(g, v), inducen en E(g, v} snail maps planos
con centro O. Se sabe por [2], pag. 98, que el haz plano G(v) de E(g, v)
se puede mapear por un snail map plano, que es determinado por ¢, h
(donde I es una recta adecuada de E(g, v) ) en un haz G(P) con P T E(g, v).

Ahora contemplamos el snail map © de la geometria métrica deter-
minado por Og, Oh. Segun (2b) y el suplemento para (6) queda por de-
mostrar la existencia de una recta u del haz G(P) que sea imagen de una
recta del haz G(H) y u no estd en E(g, v). Sea K I H; entonces H = K k
para k | H; es decir, k& es una recta de G(H) y k° no esta en Elg, v).

3. Supongamos ahora que el haz es un haz de 3.2 clase y que g, v
son rectas del mismo haz con ¢ I O. g, v forman el plano E(g, v) I O y de-
terminan en E(g, v) un haz plano de 3.2 clase, para el cual, segtin [2],
existe un snail map plano determinado por ¢, i {donde % es una recta
adecuada de E(g, v) ) que mapea este haz de E(g, v) en un haz de 1.2 clase.
Contemplamos el snail map © de la geomelria métrica determinado por
Og, Oh, entonces encontramos andlogamente, como en 2, el haz
de 1.2 clase.

En general, los snail map mapean las rectas de un haz en el conjunto
de las rectas de un haz. Hecho conocido del plano métrico, el cual, se-
gun la demostracion de (11), también se tiene en una geometria métrica.

(12) Sean gO, hO hiperplanos que determinan un snail map con
centro O y ¢’0, h’O dos hiperplanos con ¢° + ', tales que P I gO, hO’
implique P I g’O, h’O. Entonces, para el snail map © determinado por
g’0, h'O, se tiene: Po* = P*o,

La demostracién es una consecuencia de (4) y [2].

(13) Un snail map es una biyeccién del conjunto de los haces sobre
si mismo.

Demostracién: 1. Ingeclividad:

Para a, b € G existe, segtin Def. 3, un plano métrico E tal quea, b I E;
segun (2), se tiene que a°, b° I Eo. Los suplementos de (5), (6) y (7) mues-
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tran que las imagenes de las rectas de G estdn en un mismo haz. Sean
Gy, G, dos haces que bajo el snail map © tiene el haz G como imagen.
Sean, ademas, u; € Gi, i €{0, 1,2}y u; | H,, H, donde H,, H, son los
hiperplanos que determinan el snail map °. Entonces se tiene que u, =

o
= 1e° = uH,H, = u,H,H, = u,, es decir, uy, = u,. Como u, £ u,,
entonces u,, u, forman un plano métrico E’ que es ortogonal a H, y H,
oaH, = Og;, H, = Og,, donde O, g,, g, pertenecen a E’. Segin (4) se
tiene que u, = u® = u,° = u, g, g,. Pero en E’, © es una biyeccion en el
conjunto de los haces, es decir, Gy, = G,.

2. Sobreyectividad

N

Busquemos la preimagen de un haz M. Sean G(P9), G(Q°), G(Ro)
tres haces de 1.2 clase, tales que las rectas a = (P9, Q9), & = (Q°, R9),
¢ = {Ro, P°) son diferentes y no pertenecen a M. Sean p’, ¢/, v’ € M con
p’ I Po, g’ 1 Qo v 1 Ro. Los planos métricos E (¢°, v’) E(v’, p"), E(p’, ¢’)
no tienen en comun una misma recta. Sea g, I E(¢’, v’) tal que g, I Q°
Yy ¢, # ¢’. Entonces E(¢’, v') = E(¢’, q,). Andlogamente, si v, I E(v, p’),
v I ROy vy £ v,

Entonces E(v’, p’) = E(v', vo) ¥ po 1 E(p’, ¢') con p, I P°, p, £ p'.
Esto implica que E(p’, ¢’} = E(p’, p,). Segun (9) y (Ra), un snail map
mapea el conjunto de rectas de un haz de 1.2 clase biyectivamente so-
bre el conjunto de rectas de un haz de 1.2 clase, lo que significa que las
preimigenes E,, E, E,, de los planos métricos E(q’, g,), E(’, v6), E(p’, Po)
no se cortan en una misma recta. Contemplemos ahora las preimagenes
p, ¢, v de p’, ¢’, v que existen, y por la construccion se tiene:

qIE, Ey;91t E,
vIE,, E,;0t Eg
PIE, E;;pt E,;

Entonces p, g, v no pertenecen al mismo plano métrico. Segun los
suplementos para (5), (6), (7) esas ires rectas representan un haz ™,

Sea [, € M, entonces [, p se encuentran en un mismo plano métrico.
La imagen de este plano métrico es un plano métrico que contiene [,°
y también p’. Analogamente, para g, v y l,. Luego [,° es recta de M
o bien M, es la preimagen de M.

DeriNiciON 4:  El conjunto de los haces se considera como un con-
junto de puntosideales y se designan por P, Q, R... Los haces de 1.2 cla-
se se llaman puntos ideales propios y los demads, puntos ideales impropios.

DerFINIcION 5: Sea 0 un punto fijo de la geometria métrica:

(0) El conjunto de puntos ideales {M | a € M; a recta métrica} se
llama recta ideal propia.

(I) Un conjunto de puntos ideales es el conjunto de puntos de una
recta ideal si existe un snail mape tal que © mapea este conjunto sobre el
conjunto de puntos de una recta ideal propia.
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(IT) El conjunto de puntos determinado por haces de 2.2 clase
G(Og:) con g, I O forman una recta ideal si las rectas g, estdn en un
mismo plano métrico E y se dice que este plano méirico delermina la
resta ideal.

Las rectas ideales del conjunto (,}_se designan por a, b, ¢, ... La inci-
dencia entre punto ideal y recta ideal del tipo (O) y (IT) es clara; para
rectas del Llipo (I) la incidencia se explica por las imédgenes del snail map.

DEeriNiciéN 6: Sean H, H” dos hiperplanos con P I H, H’. De-

finimos como eje A al conjunto de puntos que pertenecena H y H'.

Si H, H’ determinan un snail map °, entonces A se llama también
eje de o, _
Desde luego, para cada eje A exisien snail maps diferentes.

Lema 1: Sean v, [ rectas que pasan por un punto P deleje Ay v | L
v € A implica v® = p | [° para cada -naill map ° con vje A,

Demostracién: Supongamos que ¢O, hO determinan v v conlemple-
mos el snail map ° definido por estos hiperplanos. I es recly de un nlino
métrico que es ortogonal a gO, 1O en el punlo P. La alirmacién sigue
ahora de (1) y (4).

__ Lema 2: SeanE, B dos ejes diferentes que pasan por un punto P,
Ay un punto B € B con B ¢ A determinan un hiperplano que contiene
estos puntos y que también contiene lodos los puntos de B.

Demostracién: Sea A determinado por ¢gO, hO donde se pueden
elegir ¢, h como rectas en un plano métrico designado por I(g, h). Para
cada recta v I O de F(g, ) se tiene que el producto v ¢ /i es una recta
que implica que Ov Og Oh es un hiperplano que contiene lodos los pun-
tos de A (ver [3], 8.5). Para B I E(g, h) la recta v es tnicamente deter-
minada como la perpendicular en E(g, h) de la recta (P, B) que pasa por
el punto P, Si B t E(g, h), entonces contemplamos la recta ¢ ortogonal a
E(g, h); esta construccion es posible, pues B, E(g, i) determinan un 3-
espacio. { corta a E{g, h) en el punto B’. Entonces es posible construir la
recta v como mas arriba. Ahora mostramos que en ol caso que B € B
todos los puntos de B pertenecen al hiperplano. Sean Py el hiperplano
construido con A y By B’ e Bcon B’ e Ay B’ I(P. B). E(g, k) | Og, Oh,
es decir, cada recta de E(g, h) que pasa por P es ortogonal a cada recta
de B que pasa por P. Como v I (g, h) hemos terminado la demostracion.

(14) Sea o un snail map con eje A y P € A, Entonces © mapea cada
H I P a un hiperplano que también pasa por P.

Demosiracién: 1. Por Lema 1, el hiperplano H3 = Pv con v,
P I A es fijo.

2. Lema 1, (1) y [3] 8.5 implican que los hiperplanos Hx — son
los hiperplanos que contienen todos los puntos de A — van a Hx© con

o
HX AX = Oy Oh.
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3. Sea H I P un hiperplano que contiene todos los puntos de A y
que tampoco es ortogonal a A. Ademas, sea B la intersecciéon de H con
H . Para B yunpunto A e A, A ¢ B existen segin lema 2 un hiperplano
H’ tal que H’ contiene todos los puntos de A. Segun 1.,2.,BoeH’, H | .
Sea K un punto de H que no esta en B, entonces Ko ¢ He. Luego por
lema 2, Ko, Be determinan un hiperplano Ho. Para que H® sca imagen-
de H hay que demostrar: R I H si, y s6lamente si, Re I He,

Contemplemos un punto R que no pertenece a B y tampoco esia en
(P, K). Entonces (P, K) y (P, R) determinan un plano métrico que cor-
ta a B en una recta {, entonces (P, K) (P, R)  es una recta. Segun [3],
axioma 3, existen puntos P, (i = 1, 2, 3), lales que (P, K) = (P, P,);
(P, R) = (P, Py); t = (P, P,) y (P, Py) = (P, P;). Aplicamos ahora ¢ a
estas rectas y puntos, entonces © preservalas incidencias y P,o I (P, Ko);
P, € Bo, Por lo tanto, 1a recta (P,°, P,°) pertenece a He y por (2a) tam-
bién P,° € Ho; es decir, todos los puntos de (P, P,°) pertenecen a He, en
particular Ro.

(156) Sean * un snail map con centro O y a una recta ideal, enton-
ces a* es una recta ideal. -

Demosiracion: (2a) y (13) implican la afirmaciéon para rectas del
tipo (O) ¥ (14) muestra el teorema para rectas del tipo (II).

Sea entonces a una recta ideal del tipo (I); para a existe un snail
map® que mapea a a una recta ideal propia ac. -

1. Si * y o tienen el mismo eje A, entonces (12) implica la afirma-
cion.

2. Supongamos entonces que * y © tienen ejes diferentecs. Contem-
plamos el conjunto a* de puntos ideales. Sea S* un punto 1deal de a*
con S £ G(v0). Por las hipotesis y {14) existe este punto S*. -

Por (11) existe un snail map = tal que S*= es un punto ideal propio.
Todos los haces que determinan puntos ideales de a° Lienen en comun una
recta métrica ¢. Entonces chda punto métrico que no es un punto ideal
de la recta ideal a° determina, junto con a°, un plano rmétrico y todos es-
tos planos métricos contienen, desde luego, la recta a. Sean Q, (i = 1, 2)
puntos que determinan, junio con g, planos métricos E, diferentes y
supongamos, ademas, que las preimagenes de Q, bajo © son puntos mé-
tricos. Entonces las preimdgenes de los Ei bajo © son {ambién planos
métricos. Ademas, E*;, E,*® son diferentes y E;*® contiene el punto
ideal propio S*=. Por (2b) y [3]. Ei*° pertenecen a un 3-espacio y se
cortan en una recta métrica.

(16) Por dos puntos ideales diferentes, P, Q, pasa una tnica recta
ideal. -

Demosiraciéon: 1. Sean P = G(Og,) y QO = G(Og;) con O punto

-

fijo que aparece en la definicion 5. Entonces g,, g, estan en un mismo
plano métrico y P, Q, se encuentran en la correspondiente recta ideal
determinada por este plano métrico.

2. Sean P, Q diferentes de los haces G(Og,), entonces por (11) exis-
ten snail maps 'y * con centro O, tales que Po y Qo* son puntos ideales
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propios. Por lo tanto, Po, Q¢ estdn sobre una recta ideal propia, lo que
significa por definicién que P, Q estdn en una recta ideal.

3. Sean Q = G(0g,) ¥y P diferente de los haces G(Og;). Entonces
existe un snail map © tal que Po es propio. De G{Og,)° = G{Og,) y defi-
nicién 3 sigue la existencia de una recta métrica a, que pertenece a los
haces G(Og,) y Po. La preimagen de la recta ideal propia a determina-
da por g es la recta ideal buscada. La unicidad sigue del siguiente teo-
rema.

Anles de continuar necesitamos una definicion.

DeriNicION 7: Decimos que dos rectas 1deales, g, h, son planas si
se satisface cualquiera de las tres condiciones siguientes:

{A) existe un snail map® con centro O fal que g° = h.

(B) g es una recta ideal del tipo (I1) y E es ¢l plano métrico que de-
termina g y la otra recta ideal h no es una recta 1del det hipo (I1) y existe
un snail map ° con centro O tal que he cs una recta 1deal propia y laree-
ta métrica h que determina he pertenece al plano métrico IR0,

(C) g, h son rectas ideales del tipo (1)) y los planos metricos E,, E,,
que determinan g y h, respectivamente, se cortan en una unica recta
métrica. T

(17) Dos rectas ideales planas diferentes se cortan en un tnico pun-
to ideal.

Demostracion: Trivialmente se ve que dos rectas ideales propias,
que son determinadas por rectas métricas perlenecientes a un plano
métrico, tiene un punto ideal e¢n comun. Por lo tanto, todas las rectas
ideales planas del tipo (A) tienen un punto ideal de intersecciéon. Sean
g, h un par del tipo (B) en definicién 7, entonces la recta ideal propia he
es determinada por una recta méirica i de Ee., Contemplamos la recta I
de Eo, talquel | hylI10.Sean 1 Oyv | [, entonces i preimagen del
hiperplano Ov determina el punto ideal en el cual se cortan g y h.

En caso (C) sea k la recta en la cual se cortan E, y E,. El hiperplano
Ok determina el punto interseccion entre g y h.

La unicidad del punto de interseccién es obvia.

(18) Si una recta ideal a contiene un punto ideal propio, entonces
es una recta ideal propia.

La demoslracion sigue mmediatamente de la definicién de haces.

(19) Los conjuntos de puntos ideales y de rectas ideales satisfacen
el axioma de Veblen-Young.

Demostracién: El axioma de Veblen-Young tienc el siguienie enun-
ciado: Si de los puntos ideales A, B, C, D los puntos A, D, E se encuen-

tran sobre la recta ideal u; B, C, E sobre v; A, B sobre r y D, Csobre s,
entonces r, s se cortan ol um p_ﬁnto ideal F. Si es posible mapear por un
snail map con centro O cuatro de los cinco puntos ideales en puntos
ideales propios, entonces por [3], definicién 3 y (18), por ejemplo, u, v
propias y planas, lo que significa que r, s también son planas y esto im-
plica la existencia del punto de interseccion (17).

Si no es posible mapear cualro de los puntos ideales, A, B, C, D, E,
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en puntos ideales propios por snail map con centro O, entonces todas las
rectas ideales que aparecen en el axioma de Veblen-Young son del ti-
po (II) de la definicion 5. Sean Eu, Ey, Er, E. los planos métricos que de-
determinan las rectas ideales u, v, r, s, respeclivamente. Aparte de
Er, Fs cada par diferente de los cuairo planos métricos tienen en co-
mun unarecta que pasa por O. Ahora mostramos que también Er, Es se
cortan en una recta métrica, lo que determina la demostracion.”

[3] nos asegura que las rectas mélricas, en las cuales se corlan los
planos métricos forman un 3-espacio. Pero en este 3-espacio Er, Es se
cortan segun la hipétesis en el punto O, lo que implica la existencia de
una recta de interseccion.

(20) Las rectas ideales son independicntes del punto O. cenlro de
los snail maps, usado en la conslruccion.

Demostracion: 1. Sea ° el snail map con centro O delerminado
por Og, Oh tal que a° es una recta ideal propia. Sea O’ un puntlo del eje
de © diferente de O. Entfonces por [3] se tiene Og = O’g’; Oh = O'R’
para rectas adecuadas g/, b I O’. Es decir, a es también una recta ideal
respecto de O’ -

2. Sea a recta ideal respecto de O. Elegimos un punto cualquiera
O’ de la geometria métrica con O’ 1 gO, RO. Si a contiene dos puntos
ideales diferentes del tipo G(O'r), r I O/, enlonces a es también una
recta ideal con respecto a O, -

Suponemos, entonces, que a no contiene dos puntos ideales de este
tipo. Contemplemos dos puntos ideales diferentes, P, Q, de a los cuales
sean diferentes de los haces Go{O'v). Sean p y ¢ las rectas métricas que
pasan por los haces 0, P y O/, Q, respeclivamente. Consideremos el
plano métrico E determinado por p, ¢ y el snail map plano. Fste snail
map plano mapea P, Q en una recta métrica de E. Pero podemaos alterar
este snail map plano en E por un snail map * de la geometria métrica
que, restringido a E, nos da dicho snail map plano. Supongamos que * es
determinado por O’¢’, O’h’ con ¢’, ' 1 . Sea © el snail map con centro O
determinado por Og, O tal que a° es propia.

Si Og, Oh, O’g’, O’h’ tienen en comun un punto P, entonces, segin (15),
a* es una recta ideal que contiene por consirucciéon puntos ideales pro-
pios, es decir, a es también recla ideal respecto de O’. $i Og, Oh, O},
O’h’ no pasan por un mismo punto, entonces contemplamos un snail
map definido por Pg;, = Qg,’, Pg, = Qg.” eon P10y, Ohy Q I Oy,
O'n’.

Asi, hemos demostrado que los elementos ideales forman una geo-
metfria proyectiva y la geometria proyectiva es independiente del cen-
tro de los snail-maps.
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