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GE-NE,RALIZACION DE, SNAIL MAPS A
GE,OMETRIAS ME.TRICAS DE CUALQUIER

DIMENSION E INMER5ION DE ESTAS
GEOMETRIAS

por

H. R.. FRIEDLl!:IN

1. Introducción.

Una geometría métrica con dimensión finita se puede describir por
ciertos grupos que son generados por elementos involutorios ([1], [2],
(4]). En las geometrías métricas pertenecientes a estos grupos, los ge
neradores determinan reflexiones en hiperplanos.

Los puntos y las rectas de la geometria son determinados por cier
tos productos fínitos de reflexiones en hiperplanos.

Esta idea no sirve para la construcción de una geometría métrica
de cualquier dimensión, pues hay que asignar a los puntos y las reptas
productos infinitos de elementos del generador. Por esta razón, G.
Ewald (3] eligió como generador del grupo que determina la geometria
métrica dos conjuntos de elementos mvolutorios, los cuales, en la geo
metría métrica, corresponden al conjunto de las reflexiones en rectas y
al de las reflexiones en puntos. Este concepto no solamente entrega una
construcción más simple para las geometrías métricas, sino que, además,
permite la construcción de geometrías métricas de cualquier dimensión,

Uno de los resultados principales es que cada geometría métrica es
sumergible en una geometría proyectiva. Este resultado PS trívial en <'1
caso de la geometría métrica elíptica, pues ella ya es una geometría
proyertiva. Para la ínmersión de un plano métrico be necesita el con
cepto de snail maps. Para la geometría métrica de dimensión tres, Ewald
en (3] necesita [1] y para las otras dimensiones [10]. Generalizando el
concepto de snail maps a cualquier dimensión se pueden evitar estos
desvíos.

En este trabajo haremos esta generalización, Además defimmos en
geometrías métricas con dimensión ;> 3 haces de rectas y extendemos
los snail maps al conjunto de los haces. En la última parte del artículo
daremos una demostración para la inmersíón de geometrías métrícas
usando snaíl maps.
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2. Snail maps en espacios métricos de cualquier dimensión.

Contemplamos en lo que sigue solamente espacios métricos no elíp
ticos. Sean ° un punto del espacio métrico no elíptico y yO, hO dos
hiperplanos por 0, entonces:

(1) Dados gO, hO. Para pgh = pgOhO existen rectas y', h' tal que pgh =

= pg'h' Y y', h', pg'h' se encuentran en un mismo plano métrico E,
ortogonal a los hiperplanos dados.

Demostracián: Consideremos las perpendiculares [1> 12 de PagO,
hO, respectivamente. [1> 12 se encuentran en un plano métrico E, orto
gonal a gO y hO. E corta a yO en la recta SI y a hO en la recta S2; SI' S2

pasan por un punto O'. Según los axiomas 5,6 de [3], existen perpendicu
lares g', h' de O' a gO, hO, respectivamenLe, tal que g'O' = yO Y h'O' =

hO.

DEFINICIÓN 1: Con ° se describe un mapeo del conjunto de los
puntos de un espacio en sí mismo, del cual se pide:

1. Para un punto P 1 gO::.. P 1 hO, se define la ímagen po en la síguien
te forma: Sobre la recta (P, pgh) se construye la perpendicular k que
pasa por O. El punto de intersección de (P, pgh) Y k se designa por Po.

2. Para PlgO, hO; se define P = Pv.

Nota: Como para P =¡!= pgh; P, pgh Y ° determinan un único plano mé
trico, según [3] síempre existe el punto Pv.

Los axiomas de la geometría métrica implican que las rec
tas en el caso no elíptico son únicamente determinadas como
unión de dos puntos diferentes. Entonces podemos extender el
mapeo ° al conjunto de las rectas sobre ellas mismas.

DEFINICIÓN 2: Sea v = (P, Q); entonces V O = (PO, QO) donde V O es
la imagen de v bajo 0.

(2) a) P I a ~ po I as.

b) Sea E un plano métrico, entonces PIE :=:> po lEo.

Demostración: a) La demostración es una generalización de una
demostración en [6]. Sea a = (A, B) Y supongamos _que algO, hO.
Ao es el punto medio de A, Agh (comparar [2], pág. 125), entonces la
recta c = aghA o pasa por A.

Para los puntos P la, P ->- pgh \0 I c. De [2] sigue fácilmente que para
todos los puntos P de la recta a se tiene la igualdad pghA = pM(B, BghAD)

si a 0# e, donde M designa el punto medio de B y BghAO, el cual existe.
Sea [la recta que pasa por Ao y es ortogonal al hiperplano M(B, Bgh \0).
Contemplemos la reflexión en el hiperplano AO . 1, entonces:

pgh = pM(B, BghAO)AO = pM(B, Bgh \o)Ao II
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Según [3J 8,5 para M(B, Buh \0), AO 1Y P, 1 'ir pueden encontrar hiper
planos Hu H. tales que H1IP y M(B, Buh<\o) AO 1 == HlH. con Hu H. 1- 1,
entonces se tiene Puh = PlllIl / = pH.I. Segun la construcción, H. se
puede representar por M'l con M'Il y de esto sigue Puh = plM'1 = PM',
por otro lado, ésto sigmhca que M es el punto medio de P y Puh , es de
vir, segun definición 1, M os el punto po, y en consecuencia, a» = l. si
a = e, entonces auh = (lAO = a ll donde H es un hiperplano que con
tiene el punto AO; aO es la mtersocción de H con el plano métrico gene
rado por a y auh •

b) Según [3], E es determinado por las rectas diferentes u, v que
pasan por un punto O' de E. Ademas. se sabe que un punto P pertenece
a E si uv (O', P) es una reflexión en una recta. Según [3J, axioma 3,
existen puntos U 1 u, Y 1 v, tales que u = (O', U), v = (O', Y) Y de (2a)
Junto con el axioma '2 en [3J se deduce que (O', U)> (O', Y)O (O'P)O =

= (0'0, UO) (0'0, Vv) (0'0, PO) es una reflexión en una recta, y en conse
cuencia po 1 E.

En una geometria rnétnca que es un plano métrico el mapeo ° de
fme un snail map:

(3) En un plano métrico no elíp trco, el mapeo ° es un snail map.

Demostracién: gh define una rotación por el punto O. Sea 1 1 O la
recta ortogonal a (P, Puh ). Según [,~], pág. 125. pi = pon, Sea le la recia
(O, P) Y contemplemos el producto legh = 1'; <egún esto, pi' = plruh =

= pi =/= P. [2J, pág. 52. nos asegura que 1 = 1', pues la posibilidad que ll'
es un producto involutorio con ll' 1 P conduce a una contradicción, ya
que tenemos planos métricos no elipticos. Luego para h 1 O : h» = legh.

Sea le 1 O, entonces existe una recta u 1- le tal que o 1 O designemos
por A la mtersección de l' con k. La umón (A, P) es k con P 1 k, P =t- A.
Según (2a), leo = (AO, PO) Y /JO 1- leo implica el teorema de Hjelmslev,
(Yer [2J.)

(4) Sea [ una recta de una geometria métrica y E un plano métrico
tal que [ 1 E Y E .1 Og, Oh. Entonces [o comcide con la imagen de [ bajo
un snail map adecuado de E.

Demostración: E.l Og sí Y sólo si existe un s 1 E con O's = Og
para un punto O' IOg. Del axioma 4 y de la definición de un plano mé
trico (igual a un campo de puntos) en [IJ sigue que E con Og y E con Oh
tienen en común una recta, respectivamente. Por lo tanto, existe S 1 E,
Oh, Og. Se termina la demostración análogamente como en (3). Al Igual
que en una geometría métrica, llamamos al mapeo 0, snail map.

3. Haees en espacios métricos diferentes de un plano métrico,

DEFINICiÓN 3: Un conjunto de rectas de una geometría métrica di
ferente de un plano métrico que satisface la condición (y). «Por cada
punto de la geometria métrica pasa una recta del conjunto y dos rectas
del conjunto se encuentran siempre en un plano métrico" se llama:

(a) Haz de La clase, si cada par de rectas diferentes del conjunto
tienen un punto de intersección.
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(b) Haz de 2. a clase, si cada par de rectas del conjunto tienen en
común una recta perpendicular.

(c) Haz de ::l.a clase, si cada par de rectas del conjunto no tienen en
común ni un punto de intersección ni una recta perpendicular.

(5) Sea M un conjunto de rectas que satrstace la condición (V). Si
dos rectas diferentes a b de M se cortan en el punto P, entonces cada
recta de M pasa por P. M es entonces un haz de 1.a clase.

Demostración: Sean a, b E M con a, b 1 P Y a ~ b. Suponemos la
existencia de una recta g E M con g t P. Contemplarnos los siguientes
casos:

(a) g, a, b no se encuentran en un mismo plano métrico. Entonces
existen los siguientes planos métricos: E(a, b), E(P, g) • (Con E(O(, ~) ano
taremos el plano métrico determinado por 0(, ~, donde O( puede ser una
recta o un punto y ~ una recta). E(a, b), E(P, g) no pueden cortarse en un
solo punto P, pues, en este caso, g, a no estarían en un plano métrico,
situación que contradice la condición (V). Contemplamos el caso donde
E(a, b), E(P, g) tienen en común exactamente una recta h que es necesa
rramente diferente de g. Análogamente a lo anterior, se llega a una con
tradicción. En el caso de que la intersección de E(a, b) y E(P, g) contiene
por lo menos tres puntos no colineales, entonces de [3J sigue que E(a, b) =

= E(P, g). hecho que contradice g 1 E (o, b). En resumen, hemos encon
trado que todas las rectas de M que no se encuentran en E(a, b) pasan
por P.

(b) Sea g 1 E (a, b), entonces, según (V), existe un h 1 E(a, b) con
b E M. Por (a), la recta h pasa por P. Las rectas a, h, g, con a, h 1 P, no se
encuentran en un mismo plano métrico, y aplicando otra vez (a) a las
rectas a. h, g, se termina la demostración. En realidad también se ha de
mostrado el siguiente suplemento para (3):

Sea M un conjunto de rectas que satisfacen las siguientes propíe
dades: cada par de recias de M se encuentran en un plano métrico, pero
no todas las rectas de M están en un mismo plano métrico, existen dos
recias diferentes. a, b E l\f, con un punto P en común, entonces todas
las rectas de M pasan por P, es decir, es posible clasificar haces de pri
mera clase por tres rectas adecuadas.

(6) Si un conjunto M cumple la propiedad (V) y existen dos rectas
diferentes en 1\1: con una perpendicular en común, entonces M es un haz
de 2. a clase.

Demostración: Según (5) ningún par de rectas diferentes de M se
cortan. Suponemos la existencia de g, h 1 E M y la existencia de l tal que
[ ..L g, b-: con g ~ tu: Si hu E M entonces h o, h 1 se encuentran en un plano
métrico por E por (V).

(a) Sea gtE. Además, suponemos que g, E forman un 3-espacio
que siempre contiene los planos métricos E(R, h o), E(R, h 1 ) con R 1 g, l,
Según (V), 9 1 E (R, h o), E (R, h 1 ) ; y según [3J se puede escrrbir E (R, h 1 ) =
= g l R, E (R, h o) = g t o R donde t o es la recta ortogonal a g con t o pa
sando por R y t o 1 E (R, h o) ' El plano métrico E (l, to) es ortogonal a
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E, E (h 1, R) Y E (h o, R). De donde sigue que E (1, to) es ortogonal a la
recta h¿ en la cual se intersecan E (h o, R) Y E. Entonces las rectas ho, 9
tienen una perpendicular en común y análogamente para ho, h 1 ; pues
E (R, h o) Y E (R, hd siempre se cortan en 9 y en consecuencia, y, h¡, h o
forman un 3-espacio.

(b) Sea 9 1 E tal que h1, h 2 1 E; entonces se elige una recta s 1 E Y
se aplica la parte (a) de la demostración. Análogamente, como antes,
podemos agregar un suplemento para 6:

Sea M un conjunto de rectas que satisfacen las siguientes condicio
nes: dos rectas diferentes del conjunto siempre están en un plano mé
trico. pero no todas las rectas de M se encuentran en un mismo plano
métrico, existen en M dos rectas diferentes, a y b, tal que existe t -.L a, b,
Entonces, cada par de rectas de M tienen en común una recta ortogonal
a ambas y M determina un haz de 2.a clase.

(7) Si 'M es un conjunto de rectas de una geometria métrica que sa
tisface la condición (V) y existen. a, b E M diferentes, tal que no tienen
ni un punto de intersección ni una recta t -.L a, b, entonces M es un haz
de 3.a clase. Además, se pueden describir haces de La y 2.a clase en la
siguiente forma:

(8) (a) Dado un haz de La clase. Entonces a pertenece al haz si
a 1 P donde P es el punto de intersección de un par de rectas diferentes
del haz.

(b) Para un haz de 2.a clase existe siempre un hiperplano H tal
que una recta a pertenece al haz si y sólo si a 1. H. H se llama el soporte
del haz y se escribe G(H).

Demostración: Hay que demostrar solamente (b). Sean 9 y h dos
rectas diferentes del haz de 2.a clase. Entonces g, h tienen una recta I or
togonal a ambas que también pertenece a E (g, h). Sean K y L las inter
secciones de I con 9 y h, respectivamente; entonces contemplamos el
hiperplano Kg = Lh. Sea j recta del haz G (Kg). Para j 1. l según [3],
axioma 4, el hiperplano Lh 1. i. entonces consideramos j f l.

Sea l' -.L h, j. l' 1 L implica Lh ± i. Para r 1 L tenemos E (h, j) 1. 1.11,
pues E (g, h) 1. Lh. Análogamente se ve que E (g, j) -.L Lh. La recta j,
que es intersección de E (g, j) con E (h, j), tiene un punto de intersec
ción R con Lh, pues g, j, h determinan un 3-especio. Luego j 1. (R, L),
(R, K), lo que significa que j 1. Lh = Kg.

4. Extensión de snail maps a los haees

Contemplamos una geometría métrica que no es un plano métrico
y snail maps por el punto 0, llamado centro de los snail maps.

(9) El snail map o con centro ° mapea cada haz de La clase sobre
un haz de La clase.

La demostración es una consecuencia directa de (8a) y de la defi
nición l.

(10) Sea o el snail map determinado por gO, hO. (a) Si H es un hi
perplano ortogonal a yO y hO, entonces G(H) queda fijo bajo o.
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(b) El conjunto de todos 10'3 hiperplanos H tales que cada punto
P 1 gO, hO pertenece a H queda invariante bajo 0.

Sea H =Pv con P 1 gO, hO. Por (4), v -L t, con v 1 Og, Oh Y[1 E (g, h),
implica Vo = v 1. [0. Luego Pv --+ Pvo pasa v 1 Og, Oh.

Sea v E E(g, h), entonces, según (4), se tiene que Vo = vgh E E(g, h).
Por lo tanto, (Pu)o = Pu o, lo que demuestra (b).
(ll) Para cada haz que no es un haz G(H) con H 1 ° existe un

snail map ° con centro 0, tal que la imagen del haz es una haz de l." clase.

Demostración: l. Si el haz es un haz de l." clase, entonces se tiene
la propiedad por (9).

2. Dado el haz G(H) con G(H) r= G(H o) Y n, 10. Consideremos 9
perpendicular a H tal que 9 1 0, F, donde F 1 H Y R un punto en H dife
rente de F. Con u designamos la recta que pasa por R y F. Las rectas
g, v determinan un plano métrico E(g, v) -L H Y la intersección de E(g, v)
con H es exactamente la recta v. Según (4), snail maps determinados por
hiperplanos ortogonales a E(g, v), inducen en E(g, u) snaíl maps planos
con centro O. Se sabe por [2], pág. 98, que el haz plano G(u) de E(g, v)
se puede mapear por un snail map plano, que es determinado por g, h
(donde h es una recta adecuada de E(g, v) ) en un haz G(P) con PI E(g, u),

Ahora contemplamos el snaíl map ° de la geometría métrica deter
minado por Og, Oh. Según (2b) y el suplemento para (6) queda por de
mostrar la existencia de una recta u del haz G(P) que sea ímagen de una
recta del haz G(H) y u no está en E(g, v). Sea K 1 H; entonces H = K Ir
para Ir -L H; es decir, k es una recta de G(H) y ko no está en E(g, u).

3. Supongamos ahora que el haz es un haz de 3." clase y que g, v
son rectas del mismo haz con !J 1 O. g, v forman el plano E(g, v) 1 °Y de
terminan en E(g, v) un haz plano de 3." clase, para el cual, según [2],
existe un snaíl map plano determinado por g, h (donde h es una recta
adecuada de Elg, v) ) que mapea este haz de E(g, v) en un haz de l." clase.
Contemplamos el snail map ° de la geometría métrica determinado por
Og, Oh, entonces encontramos análogamente, como en 2, el haz
de l." clase.

En general, los snail map mapean las rectas de un haz en el conjunto
de las rectas de un haz. Hecho conocido del plano métrico, el cual, se
gún la demostración de (ll), también se tiene en una geometría métrica.

(12) Sean gO, hO hiperplanos que determinan un snaíl map con
centro °y g'O, h'O do'! hiperplanos con q' ± h', tales que P 1 gO, hO'
implique P 1 g'O, h'O. Entonces, para el snail map ° determinado por
g'O, h'O, se tiene: po· = p·o.

La demostración es una consecuencia de (4) y [2].
(13) Un snaíl map es una biyección del conjunto de los haces sobre

sí mismo.

Demostración: l. Inyectividad:

Para a, b E G existe, según Def. 3, un plano métrico E tal que a, b 1 E;
según (2), se tiene que a», b» 1 EO. Los suplementos de (5), (6) Y (7) mues-



-16-

tran que las imágenes de las rectas de G están en un mismo haz. Sean
G g , G1 dos haces que bajo el snail map ° tiene el haz G como imagen.
Sean, además, u, E Gr, i E {O, 1, 2} Y 1/1 1. Hj, H 2 donde H l, H 2 son los
hiperplanos que determinan el snail map 0. Entonces se tiene que 1/ 2 =

o
= 110° = uOHIH 2 = I/ I H 1H 2 = 1/1' es decir, l/o = l/l' Como 1/1~ //2'

entonces //1' 1/ 2 forman un plano métrico E' que es ortogonal a H, y H 2

o a H 1 = 0Yl H 2 = 0Y2, donde 0, Yll Y2 pertenecen a E'. Según (4) se
tiene que 1/ 2 = u oo = l/1° = //1 y, Y2' Pero en E', ° es una biyección en el
conjunto de los haces, es decir, Go = G,.

2. Sobreyectividad

Busquemos la preimagen de un haz M. Sean G{PO), G{QO), G{ROj'
tres haces de La clase. tales que las rectas a = (PO, QO), b = (Qo, RO),
e = (RO, PO) son diferentes y no pertenecen a M. Sean p', q', o' E M con
p' 1 po, q' 1 QO, v' 1 Ro. Los planos métricos E (q', v') E{v', p'), E{p', q')
no tienen en común una misma recta. Sea qo 1 E{q', v') tal que qo 1 0°
Y qo =;!= s'. Entonces E{q', v') = E{q', qo). Análogamente, si V o 1 E(v', p'),
V o 1 Ro y V o ~ o',

Entonces E{v', p') = E{v', vol y Po 1 E{p', q') con Po 1 P>, p¿ =F »'.
Esto implica que E{p', q') = E(p', Po). Según (9) y (2a), un snaíl map
mapea el conjunto de rectas de un haz de La clase biyectivamente so
bre el conjunto de rectas de un haz de La clase, lo que significa que las
preimágenes El, E 2 , Ea, de los planos métricos E(q', qo), E{v', vo), E{p', Po)
no se cortan en una misma recta. Contemplemos ahora las preimágenes
p, q, v de p', q', o' que existen, y por la construcción 'le tiene:

q 1 El) Ea ; q 1 E 2

V 1 El, E 2 ; V 1 Ea
p 1 E 2, Ea ; P 1 El

Entonces p, q, v no pertenecen al mismo plano métrico. Según los
suplementos para (5), (6), (7) esas tres rectas representan un haz Mo.

Sea lo E M, entonces lo, P se encuentran en un mismo plano métrico.
La imagen de este plano métrico es un plano métrico que contiene lo°
y también p'. Análogamente, para q, v y lo. Luego lo° es recta de M
o bien Mo es la preimagen de M.

DEFINICIÓN 4: El conjunto de los haces se considera como un con
junto de puntos ideales y se designan por P, Q, R ... Los haces de La cla
se se llaman puntos ideales propios y los ctemás;-puntos ideales impropios.

DEFINICIÓN 5: Sea °un punto fijo de la geometría métrica:

(O) El conjunto de puntos ideales (ivf I a E M; a recta métrica} se
llama recta ideal propia.

(1) Un conjunto de puntos ideales es el conjunto de puntos de una
recta ídeal si existe un snail mapv tal que ° mapea este conjunto sobre el
conjunto de puntos de una recta ideal propia.



17 -

(11) El conjunto de puntos determinado por haces de 2.& clase
G(Og.) con gl 1 O forman una recta ideal si las rectas gl están en un
mismo plano métrico E y se dice que este plano métrico determina la
resta ideal.

Las rectas ideales del conjunto G se designan por a, b, e, ... La inci
dencia entre punto ideal y recta id~al del tipo (O) y-(II) es clara; para
rectas del tipo (1) la incidencia se explica por las imágenes del snaíl map.

DEFINICIÓN 6: Sean H, H' dos hiperplanos con P 1 H, H'. De
finimos como eje A al conjunto de puntos que pertenecen a H y H'.

Si H, H' determinan un snail map o, entonces A ~e llama también
eje de o.

Desde luego, para cada eje A existen snail maps drlcrenl.es.

Lema 1: Sean v, l rectas que pasan por un punto P dr-l <'le A y v.l/.
v E A implica VO = v .llo para cada -nuil map o con 1')1' le

Demostración: Supongamos que qO, hO dr-termuuui \ ~ contemplo
mos el snaíl map o definido por estos hiperplunov. l <'~ rp( L t (],' UIl pI: no
métrico que es ortogonal a gO, hO ('11 pi punlo P. La u írr mució n ~ig'ue

ahora de (1) y (4).

Lema 2: Sean A, 13 dos ejes diferentes que pasan por un punto P.
A Y un punto B E 13con B rt A determinan un luperplano que contiene
estos puntos y que también contiene lodos los puntos de H.

Demostración: Sea A determinado por gO, hO donde se pueden
elegir g, h como rectas en un plano métrico designado por E(g, h). Para
cada recta v 1 O de E(g, h) se tiene que el producto v g h es una recta
que implica que Ov Og Oh es un hiperplano que contiene todos los pun
tos de A(ver [3], 8.5). Para B 1 E(g, h) la recta v es únicamente deter
minada como la perpendicular en E(g, h) de la recta (P, B) que pasa por
el punto P. Si B i E(g, h)¡ entonces contemplamos la recta t ortogonal a
E(g, h); esta construcción es posible, pues E, E(g, h) determinan un 3
espacio. t corta a E(g, h) en el punto B'. Entonces es posible construir la
recta v como más arriba. Ahora mostramos que en el caso que B E 13
todos los puntos de ti pertenecen al hiperplano. Sean Pv el hiperplano
construido con A y E-y B' E Bcon B' E A Y B' 1 (P. B). E(g, h) .L Og, Oh,
es decir, cada recta de E(g, h) que pasa por P es ortogonal a cada recta
de B que pasa por P. Como vI E(g, h) hemos terminado la demostración.

(14) Sea o un snail map con eje A y PEA. Entonces o mapea cada
H 1 P a un hiperplano que también pasa por P.

Demostración: 1. Por Lema 1, pi hiperplano HJ- = Pv con v,
P 1 A es fijo.

2. Lema 1, (1) Y [3] 8.5 implican que los hiperplanos HA - son
los hiperplanos que contienen todos los puntos de A - van a HAO con

o
HA AA = Og Oh.
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3. Sea H 1 P un hiperplano que contiene todos los puntos de A y
que tampoco es ortogonal a A. Además, sea 1310. intersección de H con
H.J-. Para B y un punto A E A, A rp B existen según lema 2 un hiperplano
H' tal que H' contiene todos los puntos de A. Según 1.,2., B °E H.'v, H .J-.
Sea K un punto de H que no está enE, entonces Ko rp Ho. Luego por
lema 2, KO, 130 determinan un hiperplano HO. Para que Hs sea imagen
de H hay que demostrar: R 1 H si, y sólamente si, Ro 1 Ho.

Contemplemos un punto R que no pertenece a B y tampoco está en
(P, K). Entonces (P, K) Y (P, R) determman un plano métrico que cor
ta a B en una recta t, entonces (P, K) (P, R) 1 es una recta. Según [3],
axioma 3, existen puntos PI (i = 1, 2, 3), tales que (P, K) = (P, PI);
(P, R) = (P, P 2); t = (P, Pa) y (P" P 2 ) = (PI' P a). Aplicamos ahora ° a
estas rectas y puntos, entonces ° preserva las incidencias y P10 J (P, KO);
PaO E Bo. Por lo tanto, la recta (PIO, PaO) pertenece a HO y por (20.) tam
bién p 20 E Ho; es decir, todos los puntos de (P, P 20) pertenecen a Ho, en
particular Ro.

(15) Sean * un snail map con centro O J' a una recta ideal, enton-
ct's a * es una recta ideal. -

Demostración: (20.) Y (13) implican la afirmación para rectas del
tipo (O) y (14) muestra el teorema para rectas del tipo (Il).

Sea entonces a una recia ideal del tipo (I); para a existe un snail
mapo que mapea a a una recta ideal propia ~o. -

1. Si * Y ° tienen el mismo eje A, entonces (12) implica la afirma
ción.

2. Supongamos entonces que * y ° tienen ejes diferentes. Contem
plamos el conjunto a * de puntos ideales. Sea S * un punto Ideal de 0.*
con S ~ G(uO). Por Iüs hipótesis y (14) existe este punto S*. -

Por (11) existe un snail map 11 tal que S*11 es un punto ideal propio.
Todos los haces que determinan puntos ideales de aO tienen en común una
recta métrica a. Entonces cada punto métrico que no es un punto ideal
de la recta ideal 0.0 determina, junto con ao , un plano métrico y todos es
tos planos métricos contienen, desde luego, la recta a. Sean QI (i = 1, 2)
puntos que determinan, junto con a, planos métricos El diferentes y
supongamos, además, que las preimágenes de Ql bajo ° son puntos mé
tricos. Entonces las preimágenes de los Ei bajo ° son también planos
métricos. Además, E *1, E I* 11 son diferentes y El *11 contiene el punto
ideal propio S * ". Por (2b) Y [3]. E¡*o pertenecen a un 3-espacio y se
cortan en una recta métrica.

(16) Por dos puntos ideales diferentes, ~, 2, pasa una única recta
ideal.

Demoslración: 1. Sean P = G(OgI) y Q = G{OY2) con O punto
fijo que aparece en la deñnícíón 3. Entonces g" Y2 están en un mismo
plano métrico y P, Q, se encuentran en la correspondiente recta ideal
determinada poreste plano métrico.

2. Sean P, Q diferentes de los haces G{Oy¡), entonces por (11) exis
ten snail maps ay * con centro O, tales que ~o y sr* son puntos ideales
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propios. Por lo tanto, po, QO están sobre una recta ideal propia, lo que
significa por definiciónque P, Q están en una recta ideal.

3. Sean Q = G(Ogl) y P dIferente de los haces G(Ogz). Entonces
existe un snaU map o tal que-Po es propio. De G(OYl)O = G(Og.) y defi
nición 3 sigue la existencia deuna recta métrica a, que pertenece a los
haces G(Og.) y po. La preimagen de la recta ideal propia a determina
da por a es la recta ideal buscada. La unicidad sigue del siguiente teo
rema.

AnLes de continuar necesitamos una definición.

DEFINICIÓN 7: Decimos que dos rectas Ideales, g, h, son planas si
se satisface cualquiera de las tres condiciones slguienLrs:

(A) existe un snail mapa con centro O tal que go = h.
(B) g es una recta ideal del tipo (II) Y E os PI plano m¡l[rll:o que de

termina gy la otra recta ideal h no p<., una recta id« ti dpl lipo (11) Y existe
un snaíl map ° con centro O tal que hO p,", una rpcLI idr-al pro.na y la r ec
ta métrica h que determina ho portenec« al plano métrico Eo.

(C) g, h son rectas ideales del tipo (1)) y los plano,", metrrcos E o, El,
que deterffilnan g y h, respectrvarnent.e, se cortan en una unica recta
métrica. --

(17) Dos rectas ideales planas diferentes se cortan en un único pun
to ideal.

Demostración: Trivialmente se ve que dos rectas ideales propias,
que son determinadas por rectas métricas pertenecientes a un plano
métrico, tiene un punto ideal en común. Por lo tanto, todas las rectas
ideales planas del tipo (A) tienen un punto ideal de intersección. Sean
g, h un par del tipo (B) en definición 7, entonces la recta ideal propia hv
es determinada por una recta métrica h de EO. Contemplamos la rectal
de Eo, tal que l1. h Y l 1 O. Sea 11 I O Y v 1. l, entonces h preimagen del
hiperplano Ov determina el punto ideal en el cual se cortan g y h.

En caso (e) sea Ji; la recta en la cual se cortan E¿ Y El' Elhiperplano
Ofc determina el punto intersección entre g y h.

La unicidad del punto de intersección-es obvia.
(18) Si una recta ideal a contiene un punto ideal propio, entonces

eq una recta ideal propia. -
La demostración sigue inmediatamente de la def'mición de haces.
(19) Los conjuntos de puntos ideales y de recias ideales satisfacen

1'1 axioma de Veblen-Young.

Demostración: El axioma de Veblen-Young tiene 1'1 siguiente enun
ciado: Si de los puntos ideales A, D, C, D los puntos A, D, E se encuen
tran sobre la recta ideal u; B, C, E sobre v; A, B sobre r-y D, e sobre s,
entonces r, s se cortan ruun puntO ideal F. SIes posiblemapear por un
snail map con centro O cuatro de Jos cIñco puntos ideales en puntos
ideales propios, entonces por [3], definición 3 y (18), por ejemplo, u, v
propias y planas, lo que significa que r, s también son planas y esto1m::
plica la existencia del punto de intersección (17).

Si no es posible mapear cuatro de los puntos ideales, ~ ~ C, D, E,
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en puntos ideales propios por snail map cun centro O, entonces todas las
rectas ideales que aparecen en el axioma de Vehlon-Young son del ti
po (Il) de la definición 5. Sean E u, Ee, Er, E e los planos métricos que de
determinan las rectas ideales ti," v;-r, S, respectivamente. Aparte de
Er, Es cada par diferente de los cMtr;) Pianos métricos tienen en co
mÚn una recta que pasa por O. Ahora mostramos que también Er, E g se
cortan en una recta métrica, lo que determina la demostración.- -

[3] nos asegura que lag rectas métricas, en las cuales se cortan los
planos métricos forman un 3-egpacio. Pero en este 3-espacio Er, Es se
cortan según la hipótesis en el punto O, lo que implica la existencia- de
una recta de intersección.

(20) Las rectas ideales son independientes del punto O. centro de
los snail maps, usado en la construcción.

Demostración: 1. Sea o el snail map con centro O del.ermínado
por Og, Oh tal que a o es una recta ideal propia. Sea O' un punto del eje
de o diferente de 0-: Entonces por [3J se tiene Og = O'g'; Oh = G'h'
para rectas adecuadas 9', h' 1 O'. Es decir, a es también tina recta ideal
respecto pe O'.

2. Sea a recta ideal respecto de O. Elegimos un punto cualquiera
O' de la geometría métrica con O' ! gO, hO. Si a contiene dos puntos
ideales diferentes del tipo G(O'r¡), r, 1 O', entonces a es también una
recta ideal con respecto a O', -

Suponemos, entonces, que a no contiene dos puntos ideales de este
tipo. Contemplemos dos puntos ideales diferentes, P, Q, de a los cuales
sean diferentes de los haces Go(O'v). Sean p y q lasrectas métrícas que
pasan por los haces O', P Y O', Q, respectivamente. Consideremos el
plano métrico E determinado por p, q y el snail map plano. Este snail
map plano mapea P, Q en una recta métrica de E. Pero podemos alterar
este snail map plano en E por un snail map • de la geometría métrica
que, restringido a E, nos da dicho snail map plano. Supongamos que' es
determinado por O'y', O'h' con y', h' 1 E. Sea o el snail map con centro O
determinado por Og, Oh tal que ao es propia.

Si Og, Oh, 0'0', G'h' tienen en cornun un punto P, entonces, según (15),
a' es una recta ideal que contiene por construcción puntos ideales pro
pios, es decir, a es también recta ideal respecto de O'. Si Og, Oh, Cs'h',
O'h' no pasan-por un mismo punto, entonces contemplamos un snail
map definido por PYl = Qgl', Pg2 = Qg2' con P 1 Og, Oh Y Q 1 cr«,
cm:

Así, hemos demostrado que los elementos ideales forman una geo
metría proyectiva y la geometría proyectiva es independiente del cen
tro de los snaíl-rnaps.
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