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EL ESPACIO DE MONTEL DE LAS FUNCIONES
VECTORIALES ARMONICAS EN UN DOMINIO

por

GONZALO GONZALEZ DE BUlTRAGO DIAZ

Sea C el cuerpo de los números complejos; D, un dominio contenido
en C, y Cm(D) el espacio de las funciones continuas de D en Cm (m ;;. 1)
con la topología usual de la convergencia uniforme por compactos. Sr
gún un conocido teorema, el subespacio Hm(D) de las funciones holornor
fas en D con la topología inducida, es un espacio de Montel. Sea H' m( D)
el espacio de las funcrones armónicas en D con valores en Cm dotado
de la misma topología.

Es conocido también ([1], págs. 273-275) que las funciones armóni
cas reales, definidas en D. forman un espacio de Montel, lo que per
mite, por otra parte, enunciar el teorema de Harnack ([1], pág. 275) de
convergencia de funciones armónicas, postulando solamente la conver
gencia simple acotada por compactos.

Estos resultados son fácilmente generalizables a funciones armónicas
de D en C. A su vez, se puede obtener de modo elemental. una extensión
a funciones armónícas de D en Cm.

Es interesante, sin embargo, observar que el caso más general ulti
mamente citado, de funciones armónícas a valores vectoriales, puede
obtenerse directamente por el método que exponemos a continuación.

Comenzaremos probando el siguiente lema.

LEMA.-Sea fl1(z) una sucesión de funciones con valores en Cm, con
tinuas y uniformemente acotadas en un disco cerrado E, de centro cual
quiera a y radio r, y armónicas en el interior B del disco. De ella puede
extraerse una subsucesión uniformemente convergente en cualquier

disco cerrado B (a, p) de centro a y radio P < r,

Demostración.-Basta considerar el caso en que a = O; es conocido
que cada función h(z) a valores e un espacio de Danach complejo, armó-
nica en B(o, r) y continua en B(o, r) está unívocamente determinada por
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sus valores en el borde, e incluso puede expresarse en Iunción de éstos
para z = p eu, p < r ([2J, págs. 442, 446-448), por la integral de POI%on

(1'" --- pO) h (1' ele)

1'" ---2 r P cos (t--- e) + p'

que, a su vez, puede descomponerse en la forma

___1 f¡ h(~) d~ ---f h(~) d~ 1
2m ~ --- Z 1'" J

ll~l=r [~I=rl;---z

(las integrales están tomadas en sentido directo).
Por hipótesis, existe una constante M :> 0, tal que

II/n{z)11 <; M

para todo n, luego
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Por el pnncipío de selección, de la sucesión

Fn(z) = ---1---/
'2rri

I~I = r

{,,(I;) d~

1; --- z

puede extraerse una suhsucesión, FIJJ' um!ormemenle convergente en
cada disco B (o, p) de radio p < r,

A su vez, de la sucesión

puede extraerse otra GIJ1 uniformemente convergente en 13(0, p); lue
t.

go la subsucesión {IJ de t« = F n --- G" es umtormemente convergente
Ik

en cada disco 13(0, p),
Utilizando este lema, puede demostrarse el siguiente teorema, que

evidencia que H*m(D) es un espacio de Mantel.
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TEOREMA 1. Sea In(z) una sucesion de funciones de H *m( D) uni
formemente acotada en cada compacto K e D. De ella puede extraerse
una subsucesión, uniformemente convergente por éompactos, hacia
otra función, I(z), armónica en D.

Demostración. Sea Bl , E, ... , B n , •.. , una sucesión de disco E:>

compactos contenidos en D, cuyos mteríores constituyan un recubri
miento abierto de D. Según el lema anterior, de la sucesión In(z), puede
extraerse otra I 11l 112' ... , I In, ••• , uniformemente convergente en Bl>
de ésta, a su vez, puede extraerse otra, 121' 122' ... , 12n, ... , uniforme
mente convergente en B¡ U B 2, Y siguiendo este proceso obtendremos
una subsucesión

Ipl> 1M' ... , Ipn, ... ,

uniformemente convergente en El U 132 U U Bp •

La sucesión diagonal 111,/22' ... , Inn, , converge uniformemente
sobre todo compacto K e D, en virtud del teorema de Heine-BoreL

Como consecuencia, se obtiene, lo mismo que para funciones analí
ticas, la siguiente forma del teorema de Harnack:

TEOREMA Z. Sea In(z) una sucesión de funciones de H*m(D) unifor
memente acotadas por compactos que converge simplemente en D ha
cia una función I(z). Entonces I(z) es también armónica, y I¡¡(z) tiende
a I(z) uniformemente por compactos,
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