ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL TEOREMA
DE KRASNOSELSKI

por

M. Arpate Pefta v F, Sf1z Zaroo

En F. I. Bonsall [2] «Lectures on some fixed point theorem of {func-
tional analysis», se establece el siguienle teorema debido a Krasnoselski:

Teorema. «Si K es un conjunto convexo, cerrado y acotado de un
espacio de Banach uniformemente convexo y si f es una aplicacién
de K en un subconjunto de K tal que

[if{x) — [l < llz — yll

entoncés la sucesién obtenida por la eleccion de z, ¢ K y definida por
recurrencia de la forma:

1
Tn+4y = Y [zn 4 fl@n)]

&

converge en algun z ¢ K y ademas f(z) = z.»

En el caso real, tomando K = [a, b] y f una aplicacién de [a, b] en
si mismo, el teorema ha sido generalizado por B. Hillam, ver referencia [5]
en el siguiente sentido:

TrorREMA. «Sea [ : [a, b] - [a, b] una aplicacion Lipschitziana de
constante L. > 0. Sean

1
o, e [a,b] ¥y xnt, = —— [zn + flza)] paran > 2.
1+ L
Entonees, la sucesi6n
&)
{Zn}n =1

converge monoétonamente sobre un punto fijo de f.»
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Sea ahora la ecuacién diferencial
(i) & = ft, )

donde f es una funcion continua y globalmente lipschitziana respeclo a
la segunda variable en algin dominio Q de R Entonces, tenemos ga-
rantizada la existencia y unicidad de soluciones de (i) pasando por cada
punto de Q.

En lo que sigue, ) serd la banda B X (¢, d), donde ¢ < a < b < d,
y ademds para todo { real se verificard f(i, K) C K siendo K = [a, b].

Bajo estas condiciones, y como consecuencia inmediata del teorema
de Krasnoselski generalizado, podemos garantizar que para cada t ¢ R
existe un z tal que:

fl, z2) =z
y consecuentemente, la solucion de (i) pasando por (i, z) tendrd en di-
cho punto la pendiente igual a su ordenada.
Basta con considerar la ecuacion

x =

para ver que la correspondencia que envia I en z no es una aplicacién.
En este caso es L = 1.
Es inmediato por el teorema de Banach del punto fijo que si L < 1
dicha correspondencia es una aplicacion de R en [qg, b].

Demostramos ahora que es continua:

Sea e >0yseae = (l—L)edondealser0 < L < 1,1 —L>0,
con lo que ¢ > 0.

Teniendo en cuenta la continuidad de f, Existird § > 0 tal que:
|t — 14! < 3 implica [f(f, 2) — [f(l,, 2)] < ¢’
Entonces
le — zol = If(t, 2) — (Lo, 2o}l < If(L, 2) — ko, 2)] < If(Eo, 2) — (Lo 20)] <
< & 4 {f(te, 2) — fllo, Zo)] < & + Lijz — z4}
cuando | — #,] < 8. Despejando queda
lz— 1zl (1 — L) < &
de donde

’

€
2 — 2] < ——— = ¢
1—L

y la aplicacion { - z es continua cuando L < 1.
Fn el caso L = 1 no podemos garantizar la unicidad del punto fijo.
Lo vimos mediante un ejemplo.

Si L > 1, no pudiéndose mejorar esta constante, tampoco se puede
garantizar la unicidad del punto fijo. Veamos el siguiente ejemplo:
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Sea f : [—1, 1] x R - [—1, 1] dada por

1 1
2z $f ——<zr<— , —1l <t <l
2 2
1
2—2r i — <z <l , —1l <t <l
ft, z) = 2
1
- —2—2z s1 —l<r<g—— , —1<it<1
2
v 0 si |H > 1

que tiene tres puntos fijos para cada i.

Supongamos ahora que L > 1. Veamos en qué condiciones la co-
rrespondencia ¥ — z es una aplicacion.

Seéa z, un punto fijo de f(f, z) correspondiente al punto {,. Suponga-
mos que f(I, z) admite en un entorno de ({,, z,) derivada parcial conti-
nua respecto a z y supongamos que

of
s *
9z (tu: ZO)

La aplicacion (i, z) = [({, z) — z es continua en un entorno de (f,, z,).
Se verifica que h{ly, zo) = f(1, z,) — z, = 0 y h admite derivada parcial
respecto a z continua en dicho entorno. Ademads

oh of
8z [{lg, Zo) oz [{Lo, Zo)

Por ¢l teorema de las funciones implicitas existen entornos Uy V
de i, y z,, respectivamente, tales que Vi ¢ U existe un y séloun z ¢ V
tal que: (f, z(#) ) esla en el entorno de (4, z,) donde h estd definida y es
continua.

i, z(1) ) = 0, o sea, ft, 2(8) ) = z(t)

y la aplicacién ¢ — z(I) es continua en U.

Como ya es sabido, el teorema de las funciones implicitas sigue sien-
do cierto bajo condiciones mas debilitadas. Véase, por ejemplo, Erwe,
Cdlculo diferencial e iniegral {3].

Admitamos, por el momento, que es posible construir una aplica-
cion @ : R — (¢, d) tal que ®(f) es un punto fijo para f{{, z). Tendriamos
que s1 ®(f) fuese solucidén de (1), que:

(1) = [t @(f) ) = @(f)
por lo que:

O(t) = Cel
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Como todo punto (£, z) del plano se puede expresar en la forma (¢, Cel),
es inmediato que f({, z) = z.

Vamos a considerar ahora la funcion f : [{,, {, + o] x R continua
y globalmente lipschitziana.

Vamos a considerar, para cada v ¢ R, el problema de Cauchy

= f(t, x) (1)
i1
alty) = v
Sabemos que si f es globalmente lipschitziana y continua en la ban-
da, cada uno de los problemas anteriores admite una solucién x = n(f, v)
definida en {f,, {, -+ «] unica.
Por otra parte, teniendo en cuenta la desigualdad fundamental

[l v} — it v)| < vy — vle"*

Yy, en consecuencia, n es globalmente lipschitziana en su dominio de
definicion: {i,, {, + «] X R. En orden de aplicar el leorema de Kras-
noselski vamos a considerar un conjunlo invariante de la ecuacién di-
ferencial, dada que sea compacto, sea M.

Mediante dicho teorema, existird para cada #* = [{,, {;, + «] un ele-
mento z* ¢ M tal que n(t*, z*) = z* = n(i, =), es decir, que z* es ima-
gen de, al menos, dos valores de 1.

Cuando el sistema es auténomo, es bien conocido que la solucion
n(t, =*) resulta ser periodica.

Bajo las condiciones anteriormente deserifas, y cuando el sistema
es auténomo podemos garantizar la existencia de soluciones periddicas.
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