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DESIGUALDADES

por

VaLERIANO ZoORio BLANCO

ProLoGO.—Vamos a tratar de dos desigualdades de gran impor-
tancia en la matematica: la desigualdad de Holder y la desigualdad de
Minkowski. Las estudiaremos en su forma generalizada.

Es interesante resaltar que ambas desigualdades, validas para su-
mas, series e integrales, se basan en un teorema dnico, cuya demostra-
cién eludimos, y que llamaremos teorema fundamental. En este teorema
se apoya la demostracion de la desigualdad de Holder; y, a su vez, la
demostracién de la desigualdad de Minkowski se basa en la de Hélder,

La desigualdad de Cauchy-Schwarz, que se demuestra directamente
en los tratados de Andlisis, puede considerarse como un caso muy par-
ticular de la desigualdad de Holder.
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El segundo libro es més elemental. Hemos seguido el esquema e ideas
fundamentales de la primera obra citada, que es el tratado mas completo
que sobre la materia se conoce. La exposicion tiene el suficiente rigor
e intenta ser una sintesis, reducida a lo esencial, de la obra de Hardy-
Littlewood-Polya, en donde se trata el tema muy extensamente.
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1. DESIGUALDAD DE HOLDER

1. TEOREMA FUNDAMENTAL.

La desigualdad de Holder se basa en el siguiente teorema.

Teorema.—Sean a,, d,, ..., @z, n nlimeros reales no negativos. Se
verifica

a; 4 a; 4+ ... + an n_
>Va, a;,... an

n

La igualdad es cierta s6lo en el caso a, = a, = - = ap.

Este teorema afirma que la media aritmética de n numeros no nega-
tivos es mayor que su media geométrica, excepto si los n numeros son
iguales, en cuyo caso coinciden.

Corolario 1. Si y, Y. ... Yk son nimeros reales no negativos, y si
m; m, ... mg son enteros positivos, se verifica

myy, + megls + ... + Mmp Y
my +mg + ...+ mp
1

= (ylmlysma..‘ykm;{) my + my 4 ... 4+ Mk

Demostracién del corolario 1.—Si en el anterior teorema hay m, de
las a que son iguales a y,, m, de las que son iguales ay, ..., mpdelasa
iguales a yx, siendo m; + m, -+ ... + my = n resulta esta expresion.

Todavia podemos escribirla en la forma

m, mg mip
m, m, mg n n n
— Yy + Ys+ oo +—— Yk > U1 Us «e . UK
n n
y si hacemos
my my mg
'_‘—:rla =ra,...,—-—-——-=r}
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resulta una nueva formulacion del corolario:

Sean y, y, . . . yr nimeros reales 1o negalivos y ry ry . . . P NRMEros
racionales positivos, tales que r, + r; + ... 4+ ry = 1. En estas
circunstancias se verifica la relacion

Pels +TeYs oo FTRYE Z UM Y s KR

La igualdad es cierta s6lo en el caso de que y, = yy = * *= yp.

Corolario 2.—El corolario anterior se generaliza al caso en que
ry Iy . . . Tk SOD DUimeros reales positivos.

Demostracion del corolario 2.—Los ntmeros reales se pueden ex-

presar como limites de sucesiones de numeros racionales

ry = lim rypp,ry = lm rygp...rg = lim rgg
n-—>oo n-—>co n—>w

Por el corolario 1 se verifica

PinYy +TenYr + oo+ TunYe > Yihn YsTan - -+ Ykn

(No consideramos el caso y, = y, = .. = yk por ser trivial). Tomando

limites para n — « resulta
riyYs+rele oo YL > U YT YRR

es decir, se ha convertido > en >.

Si hacemos
r,o=ry 4+ r’ r’; racional
rg =1’y + 1% s »
re = r'y + r’ r'x »
resultara
ry r'
', ...+, ry4+...+r
Y R <
r, 'y
< ————ee Yy v ——— e g
O L 'y 4+ .0+ rg

equivalente a

ryys oYYk
ry 4+ o0+ 1k

ry+ ...+ r
ylr’,......ykr’k<( )

(3]

(2]
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por la dltima formulaciéon del corolario 1, puesto que r’y 73 ... r ‘son
nimeros racionales. Por la desigualdad [1], védlida para ntmeros reales,
r II1 r ll,‘
R S (" P e
7 Yk <
r, r’y
< ; Yy + ... + " Yk
r’y+ ...+ 1P r’, 4. + r“, {3]

,,”Iyl_{_._._{_,,”kykr1+...+rk )
{37

7 PR gy < ( -
P TP ™
La obtencion de la desigualdad que buscamos resulta inmediata,
pues basta multiplicar [27] y [3']

Y"1 Yofa o v o - Uk = (32 Gs - YR G Y o gk <

r’1y1+...+r’ny"i)r’+"'+r"‘
< .
( L

B T R A T S
( e+ )
Por la desigualdad [1] se verifica
ar’ Br <M+ 1" B

para numeros reales no negativos «, § y nimero reales positivos .r r*
Haciendo

i+ oo 'Yk Py oo+ Yy
T T et Tt R 4 4%
rF=r,4+ ... +rk P’ =r", + ...+ 1"
queda

("1y1+---+r'kyk)rl+”'+rk
o4+ +

” »
(r”1111+---+f‘”kyk)r vk T
<

P”1+...+r'/k
i+ 0GR (P Y+ TR YE)
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y por lo tanto

Uiy oo s UK = (U2 o o YRR (U O R) <

(r'ly;+...+l"kyk)r'l+"' +
<
ry+ ...+ r'k

(r"1y1+...+l‘"kyk)r U
<

r'Yy + ...+ 1%
<(ryyy+ oo PR HP A o P RYE) =Y+ o TR UK
Resumiendo:

Uiy o« Yk < Py Yy + ... + TR Yk

para numeros reales positivos, r, .

. . Ik, cualesquiera y nimeros reales
no negativos, yy ... Uk.

c.q.d.

2. DesicUaLDAD DE HOLDER.

2.1. Desigualdad de Hdolder para sumas finitas.

Sean a, B, ... A numeros reales positivos, tales que « + B +

4+ ... 4+ » = 1. Consideremos las n-uplas de nimeros reales no

negativos (@, @ ... an) (b1 by ... bn) .. . (i la ... In). En estas cir-
cunstancias se verifica

n 6 2 n o n g n A
L oan%bpt ... " < 2z an z bn) ...F = ln)
n=1 n=1 n=1 n=1

Demostracion

n
b anu an e ln)‘

n=1
n af n B n A
( b an) ( = bn) .( = ln
n=1 n=1 n=1
aa o bn ﬁ ln A
n
= N n n n <
n=1 p an = bn x ln
n=1 n=1 n=1
an bn jn
n o + g + + A
< =2 n n n ==
n=1 X an L ba X Iy
n=1 n=1 n=1
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por cor. 2

£ an 1 bn n ln
= g X + 8 = + . + 2 = =

n=1 n=1 n n=1
Z an Z bn Z ln
n=1 n=1 n=1
=+ B4+ ...+r=1

luego

n 8 A n af n B n A
pH anm bn “ae ln < z an) = bn) PPN X ln)
n=1 n=1 n=1 n=1

que constituye Ia desigualdad de Holder para sumas finitas.
También puede expresarse

1\« 1\ B I\

n — n e n  ~——
n o B A
T anbn... <t &g an Zl"

n=1 pauw]

n=1 n=1 n=1
La igualdad se verifica unicamente en dos casos:
1.2 Si para todo i es

2] bl lz 1

n n
Tz an Y bn IR
n=1 n=1 n=
y por lo tanto los vectores (g a; ... an) (b1 By ... bn) ... (4 1z ... In) 80D
linealmente dependientes dos a dos.
2.2 También se verifica la igualdad en el caso trivial de que uno
de los vectores anteriores es el vector nulo (0, 0, ... 0).

2.2. Generalizacién a series.

La desigualdad de Holder también es valida para el caso de series,
pues en el proceso de demostracion anterior no es esencial la condicién
de finitud de n, y basta con que las series X ap, X bp, . . . 2 I sean con-
vergentes.

Nota.—Obsérvese que tanto en el caso de suma finita como en el
de serie la condicién de validez de Ia demostracion es que sean positivos

a; bi I;

y ey

San X ba oA

para lo cual es suficiente que a;, bi, . . . &; sean positivos para cualquier
valor de i.
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2.3. Generalizacion q integrales.

La desigualdad de Hoélder se verifica también entre integrales. (Con-
sideramos el concepto de integral de Lebesque, que es mas amplio que
el de integral de Riemann.)

Teorema.—Sean [, ¢, . .. l funciones no negativas; «, g, ... A na-
meros positivos tales que « 4+ B + ... 4+ A = 1. En estas condi-
ciones se verifica (suponiendo, claro estd, que las integrales exis-
ten) la desigualdad

gt Par < (e (fgdn® ... 1an?

La igualdad es cierta solamente si una funcion es idénticamente
nula o bien las funciones f, ¢, . . . [ son proporcionales dos a dos.

Demosiracion.—Hemos de demostrar que

Tregb P ae
<1

(f do)a (f g dz)B ... (fLaz)?

cuando ninguna funcién es nula ni la totalidad f, g, ... ! son propor-
cionales dos a dos.

En efecto
Jfegl.. . Pax

(f fdo)a (f g dz)B ... (f 1 dz)*

Ji7e) Ga) )
= dx
Jfdz [ gdzx fldz

y para cualquier x se verifica

f ))» g 8 ( 4 )1<
(ffdw (fydw)) T\ Sl

of By M
< + + o0t
[ fdz [ gdz fldz

por el corolario 2.

La desigualdad se mantiene al efectuar la integracién en ambos miem-
bros, pues

F(z) < ®2) «+ [ F(z) de < [ ®(x) dz
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f o g B { LS
) ( )dx<
(ffdm) (j‘ydx J1ldzx
of Bg A
< + + .4 )dw=
Stde = [gds I far

M)
xaf f——-—dw+{3/ d dm+...+lj dx =
Jfdz Jgdz Jldx

1 c.q.d.

luego

i

=a+p+...+)\

3. CASOS PARTICULARES INTERESANTES DE LA DESIGUALDAD DE
HoLDER.

3.1. Caso de dos vectores (a, az . . . an) (by by . . . bn) 0 dos funciones, |, g

Puede escribirse en la forma

D) Zan®tnP < (Tano @t o +p=1

Si hacemos en esta expresion

resultara

k
(II) % an bn < (Z an

resultara

« 9
(III) £ AnB, < \Z A T Bn «+ B =1
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1 1
k i’ 1 1
(Iv) ZAp Bn < (ZAnK) (EBpK) 5 — 4+ — =1
k K’
l<k<ow

~
Bista ultima expresion es la que se usa con mas frecuencia.
En forma integral, la expresion (IV) se escribe

1 1
N © 1
(vy ffgde <{ffidz) (fgh dz) ; P +-;t-,— =1
l <k <o

3.2.  Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene haciendo

1
Ik =k = —
2
en las expresiones (IV) y (IV)’
1 1
? 2
hH An Bn < (E Anz) (E Bng)

1 1

[lgde <(f/"‘dﬂv)2 (fg’dﬂv)2
Es costumbre escribirla elevando al cuadrado
(Z An Bn)? < (2 Ay?) (2 Bn?)
{(/fgdr)* <([f?dx)(fg* d)

3.3. Desigualdad de Hiélder para nimeros y funciones de signo cualquiera.

La desigualdad de Holder, si la escribimos en forma de suma (finita
o infinita), requiere la condicion de que los {(a; a, ... an ...) (b ba ..
bhnoo oo (L .. Ip .. ) sean nGimeros no negativos; y sila escribi-
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mos en forma de integral, requiere que sean no negalivas las funciones
5, 9, ...1 en el dominio de integracién que se considere. Podemos efec-
tuar una generalizaciéon a cualguier conjunto de nimeros o funciones
sin necesidad de imponer que sean no negatives, considerando valores
absolutos.

Por ejemplo, los casos particulares de los puntos 3.1 y 3.2 pueden
escribirse

1 1

z

k
Z1An Bal < (& Anlk) (= |Pn)k')
1 1

ke
[If(@) glx)| dz < (fif(x)}* dz) ([lg(a)®)

1 1
k k
l <k <w
La primera desigualdad nos indica que también es valida para nu-
meros complejos, pues si aq, @y, ... an, ¥ by, by . .. b, son complejos se
verifica

|1 an bn} < T lan bal = T |an} {bnl <
1 1

< (Z lani")k (Z 1bn]x)
La desigualdad de Cauchy-Schwarz se escribira
(Z lan bn})* < (Z |an]?) (Z 16n}*)
(If(z) glz)| dz)* < (fif(x)* dz) ([ig(x)* dx)

II. DESIGUALDAD DE MINKOWSKI

1. DESIGUALDADES PREVIAS.

En el apartado I1-3.1 hemos visto que

1 1

¥ 1 1

k
Z an bn < (T ank) (S bak’y  para — + =1
3 k’

l <k <o
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Vamos a demostrar que cuando & < 1 se verifica

1 1

’

k
X an bn > (Z ank) (E bnk’)

Supongamos que sea O < k < 1, va que el caso k < Oimplica O <

< k' < 1y por lo tanto se reduce al anterior dada la simetria existente
entre k y k'.

Sea entonces O < &k < 1.

Haciendo
1

[ = —

I

resulta ! > 1. Si up = (an bn)# vy = bp—k resultard un vy = a,k.

1 1
i v
Z unvn < (T upd) (Z val)
0 sea
1 1
t 14
z ank < (Z (an bn)"‘) (2 bn'—'u")
Como
1
l SIS em—
k
por definicion se verifica
17 1 1 1
k=1—0k= Ic'(pues———— F— = ————— =
k k’ k Kkl

1 1 1
TR m—— (1 — PSR 1 y
ke v Bl
luego la anterior expresion se transforma en

Zan® < (T an bn)k (B bok)1—k
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Elevando a —
k

1

V4
1 1/

k k
(Z ank) < (Z an bn) (Z bnk,)

0 5a

1 1

kl

k
(2 an bn) > (B ank) (Z bk’

’

c.q.d.

Como siempre, la igualdad s6lo se verifica en el caso de proporcio-

nalidad de (az*) vy (br¥’).

Resumiendo

1 1

k '
Si 1 <k<w->Zanby <(Eapk) (T 0¥

1 1

k K
Si k<1 ~ Z dan bp > (T ank) (2 bak")

Las desigualdades andlogas para integrales son

1 1

k v
Si 1l<k<ow—[fgde < (J[fkdr) (f gt dzx)

1 1

k s
Si k<1 - [ fgdz > ([ f* dz) {(f g% dx)

(Caso de igualdad cuando f* y gk’ son proporcionales o fg nulo.)
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2. DESIGUALDAD DE MINKOWSKI. SUMAS.
R.1. Proposicion. Sir > 1, q,...qn son nimeros reales y
% Gy = 1
v=1
se verifica
1 1 1
n r n r n r
% qv av') -+ z qv by 4+ ...+ b qv ly") >
v=1 v=1 y=
1
n r
> ZIQV(av+bv+- - A )
V=
para{a, a, ... any) (bybe ... bn) ..., ;... Ip)pimeros reales no
negativos.

[%

3

En efecto, sea

n
= Zqu(dv+bv+...+lv)’= z qV(av+...+lv)"“1av+

v= v=1

n
4+ ...+ b qV(av+...+lv)r—llv=

v=1

fi
I M3
ﬂir—-

v

—f—1
l(aqu )[(av +...+lv)qu] +o

vl T
+ Z} lv gv (av+-.-+lv)0v]

V=

A cada suma-sumando le aplicamos la desigualdad (IV) del 1-3.1 ¥
resulta

1 1
n T n r
Sr < = ay’qv) ( X (av+...lv)r'qv) + ... 4+
v=1 v=1
y —
§r—
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c.q.d.
Se verificaria la igualdad si(ay ... an) (b1 ... bn) ... (L ... In) fue-
sen proporcionales dos a dos.
Si hacemos
1
QG =Gz = ... = {gn = —
n

resulta la desigualdad de Minkowski propiamente dicha

1 1

n r n r
(Zl(dv—f*...—f*lv)r) <(E ayf) 4 ...+
Y=

n r
+ ( % lv’)
v=1
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2.2. Proposicién.—En las mismas condiciones que el apartado an-
terior si r <1 se verifica

1 1

n r n r
( 21 qv(av+...+lv)’) >( 21 qvavf> + ...+
V= =

n r
+ ( % gy lv')
v=1

Vamos a considerar dos casos:

le O < r < 1. Se verifica

(S1Ss...8n) % (0, 0, ...0)

amenos que (@, g ... 0qn) = ... = (l;l;...10p) =(00...O0)pues (Sy =
=day + by + ... + Iy v=1,2,...n.

Consideramos Sy > O, pues 8si Sy = Oseriaay = by = ... =1ly=0
Yy se podrian eliminar los ay, by, ... ly, correspondientes y por lo tanto
el Sv.

La demostracion es analoga al apartado anterior, pero aplicande a
cada suma-sumando de Sr la desigualdad deducida en II-1. Resulta
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0 8ed
1 1
r n o
S = z lIv(ﬂv+---+lv)"] > b ’Ivav’) + +
Vo= =
1
n r
+( Z gy lvr)
N =

c.q.d.

2.0 8ir < O, para que las expresiones tengan sentido ha de admi-
tirse que todos los numeros (@, ... an) (by ... bn) ... Iy ... In) son posi-
tivos (o sea, ninguno es nulo), y se puede aplicar la misma demostracién
anterior. Si hacemos

resulta
1 1 1

n r n r n r
(Z (av+...+lv)’) >(Z a\.f) +..+(2 lvr)

v=1 v=1 v=1

Nota.—Puede parecer que la expresion de 2.1 o de 2.2 es mas general
que la obtenida al hacer

1

fh =¢s = ... =gn=—

n

No es asi, pues de las expresiones
1 1 I
n r n r n r
b (av+...+lv)r Z(E (lv") + ...+ Iy
v=1 v=1 v=1

se pueden deducir 2.1 y 2.2 sin méas que sustituir a, por

1 1

ai p ;biporbipi , ete.
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Evidentemente, las mismas desigualdades anteriores son validas
cuando se sustifuyen las sumas por series convergentes.

3. DESIGUALDAD DE MINKOWSKI. INTEGRALES.

3.1. Proposicién.

1

Sik>1-{(f(f+9+...+D0kdn) " <

1 1
<(feamy® 44 (ran) ¥

a menos que las funciones f, ¢, . . . I sean proporeionales dos a dos.

Esta desigualdad es un caso particular de la desigualdad mds general.

3.2. Proposicion.

1

Sik> 1 [[(E fm@))kdz] ¥ < T [ffmk(z)de

a menos que fm(x) = Cp ®(x). La suma puede ser serie.

1

-k
1

Por lo tanto, vamos a demostrar esta segunda desigualdad. Necesi-
tamos para ello aplicar el siguiente

Lema.—Si k > 1 es condicién necesaria y suficiente para que
ffedz < F, que se verifique
1 1

ffgdz <FE gk
para todo g, tal que fg¥ dz < G.

Demostracion del lema.—Es evidente que la condicién es necesaria,
pues reproduce la desigualdad del apartado II-1.
Supuesto que ffk dz es finita, consecuencia de una proposicién que

dice que
q fg € L

g e Lk

%—)feLk

vamos a demostrar 1a suficiencia por reduccién al absurdo.
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Resulta que si se supone ffk dz > F llegamos a una contradiceion,
pues elegimos gk’ proporcional a fk, y por II-1 resultaria
1 1 1 1
[1gde = (J fan)*  (fgr az) > FF Q¥
si hacemos G = f g¥ dx.
Esto contradice la hipotesis, luego hemos concluido.

Haciendo uso del lema que acabamos de demostrar, vamos a deducir
la desigualdad 3.2. Elegimos g tal que [ ¢#" dz < 1 y resultara en virtud
del lema

1

[fode <FF
%f K odp < 1 criftds <F
g

o bien
Z fm d M
;f( fm{@) ) g dz < %e_,f(zfm);c)kdw<M"
Fo¥de <1

1 1

U2 o) g d = 2] fri@) gle) do < X ([ fu do) " (1 g4 am)

1

< Z(f fmk dz) *
1 1

(1) Sik>1-ffngde <(ffukdn)® (fgv am)*
(desigualdad del apartado II-1).
(?) Por suponer [gi doz < 1.
Si hacemos
1
k
M = X (f fm¥ dz)

resultara

1

T \k
JE fmlz) e dz < (2 (f fmk dz)® ) c.g.d.
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3.3. Proposicién.

1

k

SIO<h < 16k<O »(fif +9 + ...+ Dkdn)f >
1 1
> (a4 kdny®

a menos que f, g, . . . [ sean proporcionales,

Supongamos O <k < 1.SeaS=f+ g+ ...+ 1 [Skdy = [Sh-1(/4
+g+.. .4+ )de =[Sk fdx .+ .. [Sk1]dx.
Existe un teorema que asegura que

1

Ya < (Zak) ke «—> (T a)k < X ak
por lo tanto

Sk=(f4+g+ ..+ D <frtgh+ ... +B
1 1
J1Sh=de > (f poan) ® sk an *

1 1

fgSk=tdz > ([ gkdz) ¥ (fSkdr)®  (desigualdad de TLI)

ot
p—

[18k=1 dz > (fIk do) * (f Sk gz)

Sumando miembro a miembro
1 1
SSkdz > [(f fraz) 4 (7 gkoam) ¥
1

+ ...+
1
k

+(fkde) K (fskam) ¥

Dividiendo ambos miembros por
1

(f sk dz) &
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(que es finito y positivo) resulta

1 1 1 i
skdny® > () gk 4 g ®
c.q.d.
Se verificaria la igualdad si f, g, . . . I son proporcionales dos a dos.

Si k < O es valido el mismo razonamiento con tal de que f Skdz sea
finito.

Epilogo.—Consideramos que esta exposicién simplificada puede ser
titil, sin necesidad de acudir a la primera obra de la bibliografia, para
comprender el esquema deductivo de las desigualdades tantas veces
usadas en analisis matematico.





