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PROLOGO

Dentro del Algebra Abstracta, se entiende por estructura un con-
junto de enles que gozan de determinadas propiedades; algunas de
ellas, segun los autores, son elegidas como axiomas formales para defi-
nir la propia estructura y el resto, pasan a ser propiedades «deducibles»
de las primeros.

I'ste escrito prueba, que bajo este punto de vista, la axiomadtica
clasica de la estructura espacio vectorialy, es reducible a una axiomatica
més estricta, definiendo dicha estructura con lres axiomas menos que
la primera.

AXIOMATICA CLASICA DE ESPACIO VECTORIAL

Concluyendo las definiciones que en diversas obras consulladas he
podido observar para la estructura «Espacio Vectorialy, y prescindiendo,
para simplificar, de la distincion entre espacio vectorial «a la izquierdas
0 «u 12 dercchay, se puede afirmar que la axiomatica, salvo pequeiias dife-
ren-ias de forma, cldsicamente utilizada para definir tal estructura, es
la siguiente:

1. Un conjunto E, de entes (U, V, W, ..., X, Y), llamados vectores,
estd dotado de una ley de composicion interna, que notificamos
con el signo -+, tal que:

VOVl U +V=X;XeE
23 Esta ley mlerna es asociativa:
VULV WeE ——>(T+V)+ W=TU-=(V+W
3.0 Esla ley inlerna es unitaria: -

VV e EDeE—>V +0=YV
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40 Esta ley interna es cancelativa:

VVeR 3(—V)el — ¥V 4+ (—V) =10

5.0 Ista ley infterna es abeliana:
- VU, VeE—U+V=V+T
6.0 Dado otro conjunto K, de entes (1, u, o, . ..., 0, g), lamados es-

calares, que esla estruclurado segun un cuerpo conmululive por
las leyes de composicién «+» y «», de neutros respectivos «w» y «ev,
existe una ley de composicion externa, notificada «w», que hace
corresponder a cada par escalar-vector otro vector de forma que:

vieK vy YVVeE —>q, V=W ; Wek

7.0 Esta ley externa es distributiva respecto de la suma de escalares:
ViupueK v VVEE—> A+ woeV =2V +pV
8.0 [Esla ley externa es distmbutiva respecto de la suma de vectores:
VaieK v VU, VeE——2 U+ V) =204+ 1V
9.0 Esta ley externa es asociativa respecto al producto de los escalares:
VaoupeK, v VVEE — 2 (e V) = Opu)e V
102 Esta ley exlerna es unitaria, con neutro el del producto en el
cuerpo:
VVeE, — V=V
Seguidamente, la bibliografia sobre el citado tema se dedica a po-

ner ejemplos de esta estructura, a demostrar propiedades deducidas de
las leyes formales y, en general, a desarrollar toda su leoria.

LAS LEYES DE COMPOSICION DE LOS (ESPACIOS VECTORIALES»
SON SUPRAYECTIVAS

Es curioso observar como siemapre que se habla de aplicaciones, los
textos clasifican inmediatamente si son inyectivas, suprayectivas, etc., sin
embargo, al proponer en la axiomadatica de las estructuras, leyes de com-
posicién, que en el fondo son aplicaciones, nada se dice al respecto.

Para proceder posteriormente con comodidad, propongo y demuestro
previamente el siguiente teorema:

Teorema I. «En todo espacio vectorial, es condicidon necesaria que
las leyes de composicion interna y externa sean suprayectivas.»
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Demostracion:

) VW——W =W +0; 3V<%W,tal qued = (—V) + V; susti-
tuyendo la segunda en la primera, queda: W = W 4 [(—V) +
+ V] — W =[W4 (—V)] + V—> W = U + V. Es decir,
VW -—>W = U + V. Luego la ley «+» es suprayectiva.

b) VW, W = ¢, W;32 e K, lal que A - % = e. Suslituyendo en la
anterior: W = (A - A1) W — W = 3, (31, W) —= W = 2, V.

Es decir, V W —— W = %, V. Luego la ley «0» es suprayectiva.

SOBRE LA AXIOMATICA ESTRICTA

Vista la necesidad, cuando se quiera estructurar un conjunto segun
espacio vectorial, de elegir previamente una ley de composicién externa
suprayectiva, vamos a probar que es tan fecunda esta condicidén, que
tomada como axioma, conjuntamente con los 1.0,2.9, 3,9, 6.2, 7.0, 8.0y 9.0,
de un espacio vectorial, supone obligadamente los 4.0, 5.0 y 100,

Tesrema I1. «Todo conjunto E de entes que cumplan las seis con-
dicione~ que a continuacion s¢ detallan, es un Espacio Vectorial.»

f.o Existe una ley de composicion interna. notificada «+» y definida
en E,talque vU, VeE — U 4+ V = W; W ¢ E.
2.0 Esta ley es asociativa:
VO,V WeE — (T+V)+W=T+(V+W
3.0 Estaley es unitaria: Existe un vector, notificado 0, en el conjunto E,
tal que compuesto con cualquier
VeE >V 4+0=04+V=V

(liasta aqui tencmos un semigrupo unitario. Consideremos,
derrg<, el cuerpo conmutativo K, ya citado, con la misma notacién
para sus leves de composte16n y sus neutros.)

i e una ley de composicion externa suprayeciiva, notificada «o»
tal que

VieK v Y VeE -2 V=W, WeE

2o Fdda ley exlerna es asociativa respecto al producto de escalares

Vi pueKRK v YV ER —> 2 (e V) = (2 ) V
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6.0 [sta ley externa es distributiva.

«¢) Respecto de la suma de escalares:

VipeK v YVEE —= (A + )V =2V + gV

b) Respecto de la suma mnterna definida en el apartado 1.o:
vieK v YU, VeE— 23T +V) =230 =1

Aceptada esta axiomaética, vamos a deduecir, como propiedades I,
I1, IIT de esta estructura, los axiomas numeros 102, 40y 5.2 de los es-
pacios vectoriales, demostrando asi el teorema II.

Propiedad I. (Axioma 10.° del E. V.) La ley externa es unitaria,
Su neutro es el neutro del producto de escalares (¢). En efecto: ¥V W ——
—— W = 1, V (por suprayectividad); examinemos la imagen de =, W;
oW =M V)=(c-2)o V=2 V=W/N¥WeW=W l.q.q.d.

Propiedad 1I. {Axioma 4.0 del . V.) La ley interna es cancelaliva.

Es decir, para la suma, todo elemento de E ticne su opuesto. En efecto:
dado que existe «e», existe «—en.

Si notificamos al vector (—e), V = (—V), lenemos: ¥ V, os
VA (—V) =,V 4 (—e)yV = [e + (—&)], V=0,V =0
(—V) +V =(—2)¢V+¢V v

Como la imagen de ambas composiciones es la misma, resulta que

j

VVel, E(—V)eE talqueV ++ (—V) = (—V) + V=0 Lq.q.d.
Ademds, el elemento opuesto a cada elemento es Unico, pues st hu-

biera dos distintos (—V,) =£ (—V,), seria

('_"‘71) -+ v + (_\72) = [(_“Vl) + \7] + (_vz) =0+ (""\—/2) = (“‘vz)

(V) 4+ V + (V)= (V) + [V + (—V5)] = (V1) +0 = (—Vy),

de donde se deduce (—V,;) = (—V,), lo cual es absurdo. ’

Propiedad III. {(Axioma 5.2 del E. V.) La ley interna es abeliana.
Vamos a examinar la imagen de (e + ¢), (V + W), ¥V V, W:

a) Distribuyendo escalares: (e + ) (V + W) = £,(V + W) + g, (V +
W =T+ W+ (V+W)=V+

El
+
T
=
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b) Distribuyendo primera vectores y luego escalares: (e -+ e), (V

+W) (e -+ ) V%—(s+e)ow=anv+so_\7+sow+50W=
=V4+V+ W+ W=V +(V+ W)+ W;dea)yb) se deduce
VLWV +W =V + ¥V + W) + W); utilizando ahora la

propiedad II (cancelativa) X+ (W+V)+ W J+ [V+W )+

En conclugibn, VV, W, e E —> W £+ V=V 4+ W 1.9.q.d.

Puede verse que en las demostraciones no se utiliza la propiedad
conmutativa del cuerpo K, puesto que la de neutros y opuestos es pro-
pia de ellos; por lo tanto, los teoremas I y 1T son extensibles a espacios
vectoriales sobre cuerpos no abelianos.

Noia.—En la demostracién de la propiedad II se ha aceptado que
6, V = 0, porque es bien sabido que esta propiedad es una consecuen-
cia mmediata de la tercera ley de la axiomdtica, es decir, de aceptar la
existencia del 0, vector neulro para la suma con «cualquier vector.

Si en la axiomatica estricta, propuesta anleriormente, prescindimos
incluse de la ley tercera (existencia del 0), a pesar de ello, y con sélo las
cinco leyes restanies enunciadas, seria posible probar también, que cada
vector tiene su propio elemenlo neutro para la ley de composicion in-
terna; v no solo eso, sino que ¢l neutro de un vector lo es para toda su
variedad. En efeclo: A la imagen del par o, V la vamos a nolificar con
un 0y; Oy € E.

\(e+o)0‘\7=e0V=V
(€+0>0v:€ov+Ooﬁvzv+-ﬁu

vV
) (e+0)0V=(0+a)OV:OOV:EOV=ﬁv+V

Ahora bien, 1a imagen de (e 4+ o), V es unieca, porque la ley externa
es una aplicacion, luego

vV,30eBtalque V=V + 0, =0y + V Lq.q.d

En consecuencia W también tendra su neulro Oy, tal que ‘»—5/ +
4 Op = W. Ahorabien, W + 0y = 2, V 4 0,V = (A + 0), V=__k V =
= W. Lo gue prueba que Oy es neutro de toda la variedad del V.

EriLoco

Antes de abandonar el tema. quiero seitalar que, en el supuesto de
espacios vectoriales sobre cuerpos Z/(p), con p ¢ Z nimero primo (para
mayor comodidad supondremos que p < 2), la axiomalica clisica es
educiblen,
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Es decir, que el tipo de cuerpo mnfluye también en el numero de axio-
mas libres con los que ha de ser definida la estructura. Para probarlo,
formulo el siguiente teorema:

Teorema III, <«En todo ecspacio vectorial (*), sobre un cuerpo Z/(p)
con p € Z numero primo, la asocialividad de la ley externa (axioma
noveno) y la distribulividad de dicha ley respecto de la suma de vectores
(axioma 8.°) no tienen cardcter axiomadtico.»

Demostraciéon:
a) YVynpeK y VVeE, tenemos:
«~— A Veces ——

ooV =[c+e4+....... +e) ploVe=[e-put+e-p+
= [ptupt ... +ulo Vo= o Vb gV v + g V =
=W + W + ... W =g, W 4+ gg W + ..... + e W =
= (e + & + ..... +e)0W=7\0W=7\0(u0V) ;
<— A Veces ——

> pheV =12(2 V)  Lqqd.

luegoV 1, peK y vVeER
b) YrieK y ¥V, W ekE, tenemos:
(V4 W) =1 ey (VFW) = (cfe+ ... +e)o (VW) =
= gy (V+W)te, (VHWI+ ... +eo (V+W) =
=(V+V+ ... +V)+ (WEW . +W) =
= (gq V4eo V4 .ot deo V)t+(eg Whey W .. +

o
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luego
VaieK v YV, WeE—s 23 (VI+W) =2,V +2, W Lq.q.d.

{*) :defimdo con la axiomatica (lasica,





