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FUNCIONES VALORADAS (I)

por

Vicente Fraie OvEJERO

La funcién Y(z) de Heaviside vale 1 cuandoesz > 0y —lisiesz < 0.
No est4 definida en # = 0. Evidentemente podemos escribir

||
Y(z) = —
€

Si decimos simplemente que la funcién de Heaviside es

||

z

nos ahorramos la anterior definicion descriptiva, puesto que el compor-
tamiento de la fraccion

||

z

es, precisamente, el de la funcion de Heaviside. Pero, ademas, como ve-
remos a continuacion, la introduccion del valor absoluto es muy util,
porque los simbolos [f(z)] y

(=)l
fiz)

con su contenido conceptual correspondiente, se someten sin dificultad
a las leyes formales del calculo diferencial e integral, y permiten resol-
ver con suma sencillez problemas a los cuales suele aplicarse los métodos
distributivos de Laurent Schwartz. .

Que nosotros sepamos, la incorporacion de las funciones valoradas
f(z)] vy las de la forma

(f(z)]
[ix)
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a’ los métodos clasicos de calculo es debida al espafiol Arturo Fraile
Ovejero, fallecido a los 27 afios en 1943, el cual publicd varios trabajos
sobre esta cuestién en la Revista Matemdiica Hispano-Americana, Re-
vista de la Union Matemdtica Argenlina, Euctides y Las Ciencias, entre
los afios 1941 y 1943.

1. LA FUNCION GENERALIZADORA DE HEAVISIDE

Si f(z) es continua en 1 C R, con ceros en 1 en numerd finito, es claro
que la funcién

)|

A=) . . ..
vale 1 cuando f(x) > Oen I. y —1 si es f(x) < 0 en 1.En los ceros de f(z)
no estd definida. Por todo ello es apropiado decir que S(z) es una fuhcién
de Heaviside generalizada.

Evidentemente, la derivada de S(z) es nula para todo # € I que no

sea un cero de f(x). En los ceros de f(z) no estd definida la derivada
S’(x); pero si x, es un cero de f(x), se verifica:

S(z)

8@ +) = S8y —) = 0

Luego en & = z, podemos atribuir a S’(x) el valor cero, con lo cual la
funciéon S(x) tiene derivada nula V x e I. Asi, pues: Las funciones de
Heaviside se comportan como conslantes en el cdlculo diferencial e inte-
gral, y podemos escribir, por ejemplo: -

JS(x) o(x) dz = S(x) [o(z) dz

También podemos sustituir 1a constaite arbitraria de una integracion
por una funcién arbitraria S(z), o por una combinacion lineal de fun-
ciones S. Por ejemplo, si ®(x) es una primitiva de ¢{z), también lo es

n
[.76————.’.1,‘1[
)] 4 ky ———rr—
() Z —
1

Esta primitiva tiene n discontinuidades de primera especie en los pun-
tos # = x;, y las oscilaciones en ellas valen, respectivamente, 2 k;.

La propiedad de ser nula S’(z) Vv © donde esta definida f(z) nos per-
mite derivar una funcién valorada |f(z){, si f(z) es derivable, y también
integrarla, pues

D if(z){ = D [S(z) f(z)] = S(z) ['(=),
S de = [S(z) f(x) de = S(x) [f(x) dx,
donde ()]
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La obra de Laurent Schwartz, Méthodes Mathématiques pour les
Sciences Physiques, contiene varios ejercicios correspondientes al ca-
pitulo que se refiere a distribuciones, y que pueden ser resueltos utili-
zando la propiedad fundamental de las funciones S(z), empleando las
leyes formales del cidlculo diferencial ordinario. Veamos algunos:

1.0 Calcular las derivadas sucesivas de ||, |cos x| y |sen z|.

Puesto que es
||
@) = — 2 = Y() z,
x

su primera derivada es la funcién Y(z) de Heaviside. Las demas deriva-
dag serdn, por lo tanto, nulas.
Para derivar |cos x| introducimos la funcién

fcos x| lcos x|
, haciendo |cos x| = ——— €08 Z.
cos & cos &
Las cuatro primeras derivadas de |cos x| son:

{cos x|

(—senz) = — lcos x) tg =
cos T
|cos x|
———— (— €08 ) = — [0S ]
cos &
jcos x|
sen r = |cos x| tg
cos z
lcos z!
———— €08 T = |COSs x|
€0s &

Esta derivada 4.2 es la funcion de partida, por lo cual, al seguir deri-
vando se repite el ciclo. L.a formula general de las derivadas impares
Yy pares sera, pues:

D2t jeos ] = (—1)n+1 |cos x| tg «
n == O, l, ?, Ry

D2n+2 |cos ] = (—1)n+1 [cos x|

Con la misma sencillez se obtienen las derivadas de ordenes 2 n + 1

v 2n 4 2 de
[sen x|
jsen ] = ——— son
sen ©
que son:

Deani-t isen wi = (-———l)n ISen 50‘ ctg €z

D+ jsen x| = (—1)n+?* |sen x|
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22 Calcular las cuatro primeras derivadas de las’ distribuciones T, ==
= |z} sen x, T, = |z| cos x.

Podemos hallar sin dificultad las derivadas genéricas de ordenes
2n 4+ 1y2n 4 2. Para T, tenemos, sucesivameénte:

! sen

Ty = —sen z + [z]| cos T = |z — 4 cos

z

[z] 2 cos &

Ty =2 ——cosaz— |z]sen z = || —————— — §€N T
z z
| 3 sen x

T/ = -—3 sen £ — |z cO8 & = — |p| |———— + cOS 2
z T
| 4 cosz

TylV == —4——cos 2 + |z| sen ¢ = — |z| | ————— = sen &
x z

Por lo tanto, las expresiones generales de las derivadas impares y
pares son, respectivamente,

Ty*n+1) = (—1)n || [ (2n + 1) sen =
[—————-———-————————- + eos z
x
nelN
(2n + 2) cos z
Tn+3) = (—1)n |z} [——————-——————— ~—— §en a)]
x

De forma analoga, se llega a las expresiones generales de las deri-
vadas impares y pares de la distribucién T,, que son:

(2n + 1) cos z
Ty(2n41) = (—1)n |z| [————-————— — sen w]
z
nelN
(2n + 2) sen
Tynt+2) = (_1)n+1[$|l———-—————-——-—-—- + cos x
z
3.6 Calcular:
Y(x) sen w =
a): (D — ) Y{x) eAs; b): (D? + w?) ———;
w
am—1Y(x)
c): DM ——— para m enlero > 1.
(m— 1)}

a): D{Y(z) e?s] — A Y(z) e?e = Y(z) + A eho— A Y(2) e?z = 0.
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.. b} La.primera derivada de
1
— Y(2)sen w x
w
es Y(x) cos w z, luego
Y(z)senw x
Dt ————— S wY(x)senwe = 0.
w

¢): La derivada k-sima de

Y(z) Y (=)
U« P A S ——; | T St ]
(m — 1)1 (m — k — 1)!
Sik = m — 1, serad ’
Y(z)
Dm—1 {__M $ln~1] = Y(z)
(m — 1)!

Luego la derivada m-sima es idénticamente nula.

Por nuestra parte, incluiremos aqui las integrales inmediatas:

' i
f{w}da: =fY(m)mdw=Y(w)fwdm=—2—w{w[ + G

lcos x| ’
lcos x| dz = coszdr = |cos x| tgx 4+ C;

cos T
o Isen z|
|sen x| dz = sen x dr = — |sen ¢ ctg & + C;
sen r
) ot ||
l#lzn de = —— | an+tde = —o—— + C.
z n 42

2. UnN CONVENIO

Sea f(x) continua en E C R con un numero finito de ceros en E. Sean
T, Tk4-, dos ceros consecutivos y supongamos que es f(x) >0 en (xx, Tkt ,)
y negativa en log subintervalos contiguos. La funcién

i)
f(x)

vale 1 en el abierto (2, 2k,), ¥ los limites S(xx +), S(zk+, —) existen
y son también iguales a la unidad. En vista de ello, vamos a convenir
en que la funeion S(z) vale 1 en el intervalo cerrado [sk, Ti+,].

S(.’B) =



— 53—

De un modo general: Para cada abierto (xx, ok ,), cuyos extremos son
dos ceros consecutivos de f(z) en E, convenimos eén hacer S(xx) = S(zx +),
S{Zk+,) = S{xk+, —). Estos dos limites laterales de S{x) en los extremos
de un abierto entre ceros (zk, zk.,) fueron llamados por Arturo Fraile
valores virtuales de S(z), y aparecen siempre asotiados a un subintervalo
abierto entre dos ceros consecutivos de f(z) en E,

Este hecho de que los valores virtuales vayan siempre asociados a
los abiertos entre dos ceros consecutivos, permite sustituir un abierto
{xk, Tk+,) por el cerrado correspondiente, con lo cual S(x) estd circunstan-
cialmente definida ¥ 2z € [z, Tk+,], sin que por ello desaparezca el ca-
racter indeterminado de S(z) en cada cero de f(z) considerado lecal y
aisladamente. Este convenio refuerza, ademas, el caridcter idéntica-
mente nulo de la derivada de S(z) Y z € E.

Nos va a permitir también la integraciéon entre a y b de una funcién
valorada |f(z)!, cuando f(x) posee un namero f{inito de ceros en [a, b].
Va a hacer factible, asimismo, la formulacién de ciertas funciones; por
ejemplo, la funcién caracteristica ¢(x) de un E € R, abierto o cerrado,
utilizando funciones S.

3. LA INTEGRAL DEFINIDA DE |f(®)l.

Sea f(x) integrable {R] en [a, b}, y supongamos que f(x) posee en
dicho intervalo un namero finito de ceros, de los cuales son z, zx4., dos
consecutivos. Si descomponemos la infegral

b

/

a

en suma de integrales entre eada dos ceros consecutivos de f(x) en [a, b],
tendremos que calcular sumandos de la forma

P41
If(x)| dz
Tk

Si introducimos aqui la funeién

S(z) ==

-como hemos hecho en la derivada y en la integral indefinida, tendremos:
Tkt
S(z) f(x) d=
Tk

El comportamiento de S(z) como constante nos permitiria sacar esta
funcién del signo integral, lo mismo que se ha venido haciendo hasta
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aqui. Sin embargo, en este caso, como los limites de la integral son ceros
de flz), el integrando no estd definido en dichos limites, por no estar-
lo S(z). Pero si utilizamos el convenio del apartado anterior, S(z) val-
dra 1 (6 —1) en el intervalo cerrado [zk, zr+,], conlo cual el integrando
estard entonces definido en los limites de la integral, y nos queda:

Th+1
(=) f (=) dx,
Lk
donde S(z) vale & (6 —1) en [k, Zk+,]. Asi, pues, un sumando
Lh-t1
If(=)] dz
Tk
se reduce a Thty
f(z) dz
Ty
oa Tl
— f (=) dz
Tk
segun sea f(z) > 0 en (xk, Th+,), 0 < 0, respectivamente,
Si hubiéramos e-crito directamente
Ehety Thet,
f (@) dz = S(a) f f(z) dz
Tk Tk
expresariamos que habria que multiplicar la integral
Lh+1
flz) dz

Tk

por el valor de S(z) en [k, Tk4,], lo cual implica admitir el convenio
referido.

Tratemos de calcular, por ejemplo:

2

[lw’wllda:

—
]



— 55 —

La pardbola f(z) = z* — 1 tiene los dos ceros —1, 1 en el intervalo de
integracion; de modo que haremos

[

€y — 1

Como

Tzt — 1

en [—R2, —1[ y en ]1, 2] utilizaremos el convenio en estos semiabiertos,
con lo cual

lz? — 1]
z%—1
vale 1 en los correspondientes cerrados. De modo analogo
lz® — 1
= —1
zt— 1

en el cerrado [—1, 1]. Serd, pues:

2 —_

/}w”—l;da’ =[(m2~1)dm—f(wa-l)dw +f(a:’——l) de = 4,

— ——eB 1

Vemos que el papel que desemperfia el factor S(z) de cada integral es
hacer positivas las dreas que son negativas.

Entre los problemas y ejércicios propuestos en Facultades y Escue-
las de Ingenieros, es relativamente frecuente encontrar integrales dobles
de funciones valoradas. Por ejemplo,

f/!eos (z + y)| dz dy
R

siendo R = [0, =] X [0, =]. La solucién tradicional consiste aqui en
subdividir el recinto R en tres por medio de dos paralelas a la diagonal

{0, =) (=, 0), que pasan, respectivamente, por

) v (5

¥ establecer las correspondientes identidades entre [ecos (¢ + y)| vy
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<+ cos (z 4 y) en cada subrecinto. Es mas breve proceder del siguiente

modo:
. ™ ™
I =.}'/1cos(w + )| dz dy =fdwf1cos(x + y)i dy.
R [} 2

E] coseno de la integral interior tiene un cero en

™
y=——ze(0n]
2

para ciertos z, siendo

leos {z + 1)} T b '
—e— == ] €1 0,—2————m,y—~1 en[———a&.n]
2

cos (¢ + y)
Luego
ki
—_——
T 2 7
/1cos(ac 4+ y)i dy —-—fcos(w +y)‘dy~fcos(m+y)dy=2
[ [} T

——

2

Por 1o tanto, I = 2.

_Otro ejemplo:

f/iy-——senw{dwdy,Ru [0, %] x [0, 1]
R

Sera:

- Lo 1
Im/flg~senmldwdy=[da:f|y——~sena:]dy
R 9 ¢

Hay un eero de la funciéon en y = sen x. Haciendo {0, 1] == [0, sen z] L
U {sen z, 1], y teniendo en cuenta que

ly — sen z|
—_—= ]
y — sen x
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para y e [sen z, 1],/resulta (integral interior):

sen x 1
1
Il=—/(ymsenx)dy —I—/(y—sena:) dy =sen®*z —sgenz + —
9

° sen x

luego

T
* 1
I=/(sen‘*’x—~senw +——-—) dr = ©m — 2.
2

0





