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FUNCIONES VALORADAS (1)

por

VICENTE FRAILE OVEJERO

La función Y(x) de Heaviside vale 1 cuando es x > Oy -1 si es x < O.
No está definida en x = O. Evidentemen te podemos escribir

Ixl
Y(x)=­

x

Si decimos simplemente que la función de Heaviside es

[z]

x

nos ahorramos la anterior definición descriptiva, puesto que el compor­
tamiento de la fracción

x

es, precisamente, el de la función de Heaviside. Pero, además, como ve­
remos a continuación, la introducción del valor absoluto es muy útil,
porque los símbolos 1/(x)1 y

1/(x)1

/(x)

con su contenido conceptual correspondiente, se someten sin dificultad
a las leyes formales del cálculo diferencial e integral, y permiten resol­
ver con suma sencillez problemas a los cuales suele aplicarse los métodos
distributivos de Laurent Schwartz.

Que nosotros sepamos, la incorporación de las funciones valoradas
If(x)\ y las de la forma

1/(x)1

/Ix)
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a' los métodos clásicos de cálculo es debida al español" Arttrro Fraile
Ovejero, fallecido a los 27 años en 1943, el cual publicó varios trabajos
sobre esta cuestión en la Revista Matemática Hispano-Americana, Re­
uisia de la Unión Matemática Argentina, Buclides y Las Ciencias, entre
los años 1941 y 1943.

1. LA FUNCIÓN GENERALIZADORA DE HEAvrSIDE

Si f(x) es continua en 1 e R, con ceros en 1 en número finito. es claro
que la función

!f(x) I
S(x) =-­

f(x) ~~ .,

vale 1 cuando f(x) > O en 1. y -1 si es f(x) < O en I.En los ceros de f('X)
no está definida. Por todo ello es apropiado decir que S(x) es una función
de Heavisíde generalizada.

Evidentemente, la derivada de S(x) es nula para todo x E 1 que no
sea un cero de f(x). En los ceros de f(x) no está definida la derivada
S'(x); pero si X o es un cero de f(x), se verifica:

. S'(xo +) = S'(xo -) = O

Luego en x = X o podemos atribuir a S'(x) el valor cero, con lo cual la
función S(x) tiene derivada nula V x E 1. Así, pues: Las funciones de
Heauiside se comportan como constantes en el cálculo diferencial e inte­
gral, y podemos escribir, por .ejemplo:

fS(x) ep(x) do: = S(x) J ep(x) dx

También podemos sustrtuir Ja constante arbitraria de una integración
por una función arbitraria S(x), o por una combinación lineal de fun­
ciones S. Por ejemplo, si <lJ(x) es una primitiva de rp(x), también lo es

n
~ Ix - xrl

(j)(x) +~ k¿ x _ Xi

1

Esta primitiva tiene n discontinuidades de primera especie en los pun­
tos x = XI, Y las oseílacíones en ellas valen, respectivamente, 2 k¡.

La propiedad de ser nula S'(x) V x donde está definida f(x) nos per­
mite derivar una función valorada lf(x)l, si f(x) es derivable, y también
integrarla, pues

donde

D If(x)l = D [S(x) f(x)] = S(x) t'(x),

flf(x)1 dx = fS(x) f(x) d» = S(x) ff(x) de,

If(x) I
S(x) =--

{(x)
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La obra de Laurent Schwartz, Méthodes Molhémaiiqnes pour les
Sciences Phg8iques, contiene varios ejercicios correspondientes al ca­
pitulo que se refiere a distribuciones, y que pueden ser resueltos utili­
zando la propiedad fundamental de las funciones S(x), empleando las
leyes formales del cálculo diferencial ordinario. Veamos algunos:

1.0 Calcular las derivadas sucesivas de lrel, leos xl g [sen z],

Puesto que es
Ixl

¡xl = -- x = Y(x) x,
x

su primera derivada es la función Y(x) de Heaviside. Las demás deriva­
das serán, por lo tanto, nulas.

Para derivar leos x¡ introducimos la función

leos xl leos xl
, haciendo leos xl = eos x.

cos x cos x

Las cuatro primeras derivadas de [cos xl son:

leos xl
--- (- sen x) = - leos x) tg x

cos x

leos z]
--- (- eos x) = - leos xl

cos x

leos xl
--- sen x = [cos xl tg x

cos x

leos xi
--- ros x = [cos z]

cos x

Esta derivada 4.a es la función de partida, por lo cual, al seguir deri­
vando se repite el ciclo. La fórmula general de las derivadas impares
y pares será, pues:

D'11+ 1 leos xl = (_1)11+ 1 leos xl tg x l
n = 0, 1, '2, ...

D'I1+' leos xl = (_1)11+ 1 leos xl

sen x
sen x

¡sen xl
[sen xl =

Con la misma sencillez se obtienen las derivadas de órdenes 2 n + 1
y 2 n + 2 de

que son:
D'11+1 [sen z] = (-1)11 [sen xl etg xl

n = 0, 1,2, .. ,
D'I1+' [sen xl = (_1)11+ 1 [sen xl



- 51-

2.a Calcular las cuatro primeras derivadas de las' d{8f~ibuciones T 1 =
= !xl sen e, Ta = Ixl cos e.

Podemos hallar sin dificultad las derivadas genertcas de órdenes
2 n + 1 y 2 n + 2. Para T 1 tenemos, sucesivamente:

Ix! ( sen x
+ cos x)T 1' -_-sen x + Ixl cos x = !xl

x x

Ixl (2C:SX - sen x)T1" =2 -- cos x - Ix! sen x = Ixl
x

Ixl ( 3 sen x
+ cos x)T1'" = - 3 --' sen x-Ixl cos x = - Ixl

x x

Ixl ( 4 ros x
= sena:)T1I V = - 4 -- cos x + Ixl sen x = - Ixl

x x

Por lo tanto, las expresiones generales de las derivadas impares y
pares son, respectivamente,

T1(anp) = (-l)n Ixl [ (2n + 1) sen x
+ eos xl

x
neN

[ (2n + 2) cos x
- sen x]Tl(an+ D) = (-l)n Ixl

x

De forma análoga, se llega a las expresiones generales de las deri­
vadas impares y pares de la distribución TD, que son:

[ (2n + 1) cos x
- sen x]Ta(an+l) = (-l)n Ixl x

neN
[ (2n + 2) sen x

+ cos x]TD(an+l) = (_1)n+ 1Ixl x

3.° Calcular:

a): (D - A) Y(x) eA.!:; b): (Da + w a)
Y(x) sen w x

w

xm- 1 Y(x)
c): Dm para m entero ::;;: 1.

(m-l)1

a): D[Y(x) eAa:[ - A Y(x) eAa: '= Y(x) . AeA:c- A Y(x) eÁa: = O.
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" bl': La. primera derivada .de

1
- Y(x) sen w;x
w

es Y(x) cos w x, luego

Y(x) sen w x
Da + w Y(x) sen w x = O.

w

e): La derivada k-sima de

Y(;x)

(m -1)1

Y(x)

(m -1.-1)!

Si k m - 1, será

Dm- 1 r Y(x) xm- 1] = Y(x)
(m-l)!

Luego la derivada m-sima es idénticamente nula.

Por nuestra parte, incluiremos aqui las integrales inmediatas:

flX; ds: = fY(x) x dx = Y(X)fX dx =+x Ixl + c.

f leos xl f .
leos xl da: = cos x dx = leos xl tg x + C;

cos ;x

f . [sen z] f
[sen ;xl dx = sen x dx = - [sen xi ctg x + C;

sen X

f la'lf¡xl XIl dx = ----;;;- XIl + 1 dx =

2. UN CONVENIO

xn+ 1 Ixl

n + 2
+ c.

Sea {(xl continua en E e R con un número finito de ceros en E. Sean
Xk, Xk+l dos ceros consecutivos y supongamos que es {(x) >0 en (Xk, Xk+l)

y negativa en 10$ eubintervalos contiguos. La función

1((x)1
S(x) =-­

((x)

vale 1 en el abierto (Xlt, Xk+ 1), y los limites S(Xk +), S(Xlt+ 1 -) existen
y son también iguales a la unidad. En vista de ello, vamos a convenir
en que la función S(x) vale 1 en el intervalo cerrado [Sk, ¡I;k+ 1)'



S(x)
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De un modo general: Para cada abierto (.Vk, X/'+l), cuyos extremos son
dos ceros consecutivo'! de ¡(x) en E, convenimos en hacer S(Xk) = S(Xk +),
S(Xk+l) = S(Xk+l -l. Estos dos limites laterales de S(x) en los extremos
de un abierto entre ceros (Xk, Xk+l) fueron llamados por Arturo Fraile
valores virtuales de S(x), y aparecen siempre asociados a un snbintervrdc
abierto entre dos ceros consecutivos de ¡(x) en E.

Este hecho de que los valores virtuales vayan siempre asociados a
los abiertos entre dos ceros consecutivos, permite sustituir un abierto
(Xk, Xk-h) por el cerrado correspondiente, con lo cual S(x) está circunsian­
cialmente definida V x E [Xk, Xk+l], sin que por ello desaparezca el ca­
rácter indeterminado de S(x) en cada cero de f(x) considerado leeal y
aisladamente. Este convenio refuerza, además, el carácter idéntica­
mente nulo de la derivada de S(x) V x E E.

No'> va a permitir también In integración entre a y b de una función
valorada 1¡(x)l, cuando ¡(x) posee un número finito de ceros en Ca, b].
Va a hacer factible, asimismo, la formulación de ciertas funciones; por
ejemplo, la función característica cp(x) de un E e R, abierto o cerrado,
utilizando funciones S.

3. LA INTEGHAL DEFINIDA DE lt(x)l.

Sea !(x) integrable [RJ en Ca, b], y supongamos que ¡(x) posee en
dicho intervalo un número finito de ceros, de los cuales son Xk, Xk+ 1 dos
consecutivos. Si descomponemos la integral

b

j
a

en suma de integrales entre cada dos ceros consecutivos de ¡({JJ) en [61, b],
tendremos que calcular sumandos de la forma

Xk+l

JI¡(X)1 dx

X/r

Si introducimos aquí la función
I¡(x) I

=--
¡(x)

'como hemos hecho en la- derivada y en la integral indefinida, tendeemes:

Xk+l

jS(X) f(x) da:

Xk

El comportamiento de S(x) como constante nos permitiría sacar esta
función del signo integral, lo mismo que se ha venido haciendo hasta
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aquí. Sin embargo, en este caso, como los límites de la integral son ceros
de !(x), el integrando no está definido en dichos límites, por no estar­
lo S(x). Pero si utilizamos el convenio del apartado anterior, S(x) val­
drá 1 (6 -1) en el intervalo cerrado [Xk, Xk+ 1J, con lo cual el integrando
estará entonces definido en los límites de la integral, y nos queda:

Xk+1

S(X)fl(X) dai,

Xk

donde S(x) vale 1 (6 -1) en [Xk, Xk+1]' Así, pues, un sumando

Xk+1

fl!(Xll dx

Xk

se reduce a

o a Xk+1

-fl(X) dx

Xk

según sea !(x) » O en (Xk, Xh+ 1), o < O, respectivamente.

Si hubiéramos e-críto directamente

Xk+1 Xk+1

!¡¡(Xll dx = S(X)!!(X) dx

Xk Xk

expresaríamos que habría que multiplicar la integral

Xk+l

!¡(X) dx

Xk

por el valor de S(x) en [Xli, Xh+l), lo cual implica admitir el convento
referido.

Tratemos de calcular, por ejemplo:
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La parábola ¡(x) = X 2 - 1 tiene los do'> ceros -1, 1 en el intervalo de
integración; de modo que haremos

Como

----= 1

en [-2, -1 [ Y en ]1, 2] utilizaremos el convenio en estos semiabiertos,
con lo cual

vale 1 en los correspondientes cerrados. De modo análogo

----=-1
x 2

- 1

en el cerrado [-1, 1]. Será, pues:

Vemos que el papel que desempeña el factor S(x) de cada integral es
hacer positivas las áreas que son negativas.

Entre los problemas y ejercicios propuestos en Facultades y Escue­
las de Ingenieros, es relativamente frecuente encontrar integrales dobles
de funciones valoradas. Por ejemplo,

f flcOS (x + Y)I dx dy

R

siendo R = [O, 7t] X [O, 7t]. La solución tradicional consiste aquí en
subdividir el recinto R en tres por medio de dos paralelas a la diagonal
(0,7t) (7t, O), que pasan, respectivamente, por

(: ,o) y (:7t .0)
y establecer las correspondientes identidades entre [cos (a: + y) I y
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± cos (x + y) en cada subrecinto. Es más breve proceder del siguiente
modo:

7t 7t

1 = IfICOS(X + Y)I dxdy = fdXflCOS(X + Y)I dy.

R o o

El coseno de la integral interior tiene un cero en

7t

Y = - - X E [0, 7t]
2

para ciertos x, siendo

leos (x + y)l

cos (x + y)

Luego

1 en [o, ~ -x], y-l en[ ~ -x. 7<]

1t'
--x

7t 2 7t

¡¡COS(X + Y)I dy = fCOS(X + Y).du-fCOS(X + y) dy = 2
o o 7t

--x
2,

Por lo tanto, 1 = lrr.

Otro ejemplo:

f ftu - sen xl dx dy , R "'" [0, l'>] X (O, 1]

R

Será:

7t 1

1 = f jlY - sen xl da: dy = j da: jlY - sen xl dy

R o o

Hay un cero de la función en y = sen x. Haciendo (O, 1] """ (O, sen xJ L
U [sen e, 1]. y teniendo en cuenta que

Iy - sen xl
-----= 1

JJ - sen x
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para y E [sen x, l]yresulta (integral interior):

sen .';1; 1

11 = -f(y - sen x) dy +f(y - sen x) dy

o sen x

luego

1
sen a X - sen x + ­

2

7t

= J'(sen a X - sen x + +) ds: = 7t - 2.

o




