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UNA PROPIEDAD NOTABLE DE LA TANGENTE
DE LA PARABOLA CUBICA PLANA

por

Jesus GOMEZ SANCHEZ

Primeramente veamos doénde corta la tangente genérica. del tipo
particular de parabola cubica.

y=ax?
a la curva en un punto ulterior al punto de contacto.
Ha de resolverse el sistema
Y —az?=3az?(X—2z)) ao(X?— 23 = 3ax? (X—7r)
Y =a X3 Y =a X3

I.as abscisas de los puntos comunes deben ser: X = &, raiz doble,
pues es el punto de contacto; la otra raiz, una vez separada la raiz doble
mencionada, es X = - 2z. El significado geométrico de este resuitado
es el siguiente:

Para las pardbolas cabicas, del tipo de ecuacion reducida y = a x3, la
langente, en un punitc genérico, corta a la curva en un punto ulterior. fal
que dista el doble del punto donde la tangente es cortada por la normal en
el punlo de inflexién, de los que este punito de inierseccion dista del punto
de contacto; quedando separados el punto de conlacio de la langente y el
ulterior punfo de inlerseccidn con la cubica, por el punlo de la normal,
mencionado (Fig. 1).

Esta propiedad se generaliza a cualquier parabola cibica, aunque la
normal, en el punto de inflexioén, ya no tiene el papel del caso particular
anterior, sino que, en su lugar, se encuentra el eje Y, que es para la
ecuacion reducida de la pardbola cubica, la recta que pasa por el punto
de inflexion de la pardbola cibica y por el punto impropio de ésta.

Cuando la pardbola cubica general, de ecuacién
y=ax®+bx*+cx + 4,

se refiere a unos ejes cartesianos, tales que el origen sea el punto de
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MP’ =z -2 MP

Fig.

1.

"

yaax®

inflexion de la cibica y el eje Y, la recta que pasa por dicho punto y el
impropio de la cubica, la ecuacién reducida de la pardbola cibica es

Y=aX*+BX , B=ylz,

Para toda parabola cubica plana, cuya ecuacién reducida ya sabemos

es de la forma

y=azx®+bex
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la interseccion de la tangente genérica y la curva, en un punto ulterior
al de contacto, estd dada por la soluciéon del sistema
Y — {(az® + bx) = (3a 2% + b) (X — x)
Y =aX34+bX

siendo la ecuacidén correspondiente a las abscisas la siguiente, incluyen-
do, naturalmente, el punto de contacto:

aX?® 4 bX — (ax® + bx) = (3az? + b) (X — x)

La solucion X = % serd raiz doble, por lo dicho; la otra es X = — 2z.
Asi, pues, se coneluye: Para loda pardbola citbica, la tangente en un punio
arbitrario, corla a la curva en un punio ulterior al punio de contaclo que
dista el doble del punto, donde dicha langenie coria a la recta que pasa por
el punlo de inflexién y el impropio de la ctbica, que este punto dista del
punio de confacto de la fangente; separando estos dos punitos de la cubica
la recta incidente con el punito de inflexién y el impropio de la ctbica.

CUBICAS PLANAS CON UN PUNTO DE RETROGESO IMPROPIO Y UN PUNTO
DE INFLEXION PROPIO: ECUACION REDUCIDA. PARABOLA CUBLCA

La parabola cubica plana, como es sabido, tiene un punto de retro-
ceso impropio y un punto de inflexién propio.

Con objeto de caracterizar las pardbolas cubicas entre las cubicas
planas, vamos a obtener la ecuacion reducida de las cibicas planas con
aquellas dos propiedades.

Si el punto de retroceso lo tomamos como (0, 1, 0) y el de inflexién
como (0, 0, 1), en la ecuacion general de la cibica

E Ay T yk f3—i—k — ()

itk<3
los coeficientes han de satisfacer las ecuaciones
f=(0,1,0) =0
fy(0,1,0) =0
40,1,0) =0
[z = 3036 22 + 2021 ZY + 10 Y2 + go 2t + ay, gyl + ay, 12
Fu = 3ags Yy? + 01 T% + i 2Y + e Yl + ayy &t + a4, 12
Ft = a0 2% + Ao Y* + a1 2y + a5 xf + a4, yit
de donde la condicién de punto doble se traduce en

Qyg = Qg3 = Aop = U.
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Por ser éste punto de retroceso, hay una recia unica, pasando por

(0, 1, 0), que tiene un contacto Lripunto con la cubica. Una recta Lal es
de la forma.

L =ma.
Expresemos el contaclo sefialado:
3o T2 + Aoy X2 + Qoo 72 H A XY + a0 + ag y =10
l=mu ‘

T¥Hdage £ + a1 Y + 2o MT + A3y MY + Q1o MPT 4+ 2y, MmPY) = 0

[ =0

El punto (0, 1, 0) es una solucién doble y la otra es la interseccion de
las dos rectas.

Ago & + A1 Y + Ao mx - ayy my + A230m2x + ag, m2y =0 , | = 0,

\
También ha de ser el punto (0, 1, 0) el de mterseccion de estas dos
rectas; por tanto, se verifica

gy + Ay m + a,, m? = 9,

pero por ser punto de retroceso, sélo hay una tangente (doble) en dicho
punto, lo cual exige

a?y — 4 @y any = 0,

[.a condieién de que (0, 0, 1) sea punto real de inflexién se expresa
imponiendo que el sistema

Uge % + Qo X2 + Q0 T + (d0; 22 + ay @ + dg) gy = 0

y=mzx

tenga solucion triple en aquel punto. Por tanto, se verifica que la recta
es tangente a la cubica, siendo el confacto bipunto, al menos, es decir,

Qo + Ay m = 0.

La inflexion en (0, 0, 1} se impondri mediante un contacto tripunto
de la cubica y recta consideradas, o sea,

Aoy + Ay m = 0.

Las ecuaciones
Q1o + agsm =0
Asq + aum =0

al admitir la misma solucién, m, implican
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Asi, pues, reuniendo los distintos resultados logrados, la cubica, con
un reiroceso en el punto impropio real {0, 1, 0) y una inflexién en el
punto propio real {0, 0, 1), se caracteriza analiticamente por las con-
diciones

Uzg a3
Gz = Qo3 = Qop = 0 ; A%y — 4 gy tyy = 0 ==
Ao Qo

denominando ¢ la eonstante de proporcionalidad de ase/dis = €31/a,,,
y sosieniendo la irreducibilidad de la cubica, a4 = 0, su ecuacidén es,
dada la forma de los coeficientes,

¢4
Gyp = (og = Goza = 0 [ ag = € Ao, Q11 = € gy } Ayy = —— Uy

[4
030 2% + € Q0 T + Ay X + +a.u(—-w+l)“y=0
2

ecuacion de las ctabicas con un punto de reiroceso impropio real y un punio
de inflexién propio real. ~

En esta clase afin de cubicas estd incluida la parabola cubica cuya
ecuacién se presenta cuando ¢ = 0, y su significado geométrico con-
siste en que el punto de inflexién es centro de la curva. En efecto, para
que los puntos de la curva se distribuyan simétricamente, respecto al
punio de inflexién 0 de la curva irreducible, ha de ser

(@017% 0) A(Ccayy = ¢y =0) < ¢ =0
De donde
Ago L% + U3 T + Ay Yy = 0

ecuacion de la pardbola cibica. Por ello, podemos dar la siguiente carac-
terizacion, en el plano proyectivo-afin de la parabola cubica:

Es una cubica irreducible, con un punto impropio real de retroceso y un
punio propio real de inflexion, el cual es ceniro de la curva.

CARACTERIZACION AFIN DE LA PARABOLA CUBICA, MEDIANTE
LA PROPIEDAD DE LA TANGENTE Y EL ULTERIOR PUNTO DE
INTERSECCION CON LA CUBICA

Las ctubicas, de la clase afin, con un punto de reiroceso impropio
real y un punto de inflexiéon propio real, presentan la ecuacién canénica

¢
Qa0 T2 + CAyo T 1+ Q10 2 +a.u(—2—-w +1)‘y = (,

Ahora analizamos cudles curvas de éstas tienen la propiedad de la
tangente y el ulterior punto de interseccién de la pardbola cubica. Es
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decir, el punto donde la tangente de punto de contacto {(z, y) y el otro
punto donde la cubica es cortada, por dicha tangente, ha de ser (—2z, Y)
de abscisa —Rz.

La tangente en un punto genérico {z, y) de la cubica es
Y -y =y (X —uz),
siendo

Qg0 L% + Clyo T* 4 dyo T
jy=— s o=

c 2
Aoy (—JL + ])

¢y

Clge 2 + Bay0 L2 + 3cay0 & + 205,

' 3
2&01 (—[)—w + 1)

~

Ugg % + Cayp T2 + Qo
Y + = —

C 2
Aoy (——w -+ 1)
2

Cge £ + Bage 22 + 3cayo & + 204,
— (X ~— 1)

c 3
21101( x—l—l)

2

Expresemos que el otro punto, situado sobre la tangente de la curva,
distinto del punto de contacto es

X =—2ux
donde éstas son sus coordenadas
Y=Y (—2ux

en la cubieca.

Asi, pues, se verifica, idénticamente en z, l1a ecuacion

8 age 23 — 4ca,0 2 + 230 X

oy (¢ 2 — 1)2

Cg9 % + 6d30 2% + 3cay, T + a4,
— N YO
(—Rz x)

¢ 8
2a01(~—m+ 1)
2
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Operaciones racionales y simplificaciones, nos conducen a la si-
guiente identidad polin6émica

' 8
2 (——w + l) (8asy 2 — 4dcayq T + 2ay,) = (ex — 1)* [2cuqy 3 +
2

4 (16050 — C2yo) 2 + 6caye & + 4ay)
la cual se verifica con el valor ¢ = 0. Cuando ¢ 54 0, 1/c es raiz doble del

polinomio, —2/c es rafz triple del mismo; de donde se infiere que el
polinomio de 2.° grado

8 yo L2 — 4 CUio T + 2 Ay
ha de tener la raiz doble, z = 1/¢, lo cual equivale a la relacion
4 Q59 == €% Uy,
Del mismo modo, el polinomio de 3er. grado
2 Clge €% + (16 a9 — 2 ayg) ® + 6 caro @ + 4 ay,
ha de tener la raiz triple, + = — 2 /¢, implicando nuevamente la relacion
4 a3 = €2 Uy,

En el caso de ¢ 3£ 0, la identidad polindmica se refleja en la ecuacion
ciibica, en la forma

c
(";—CB + 1)2(a1o‘73' + a1 y) = 0,

y la cubica se ha reducido a tres rectas, una de ellas, doble. Para esta
ctibica, reducible a rectas, la propiedad de la tangente de la parabola
cibica, se verifica trivialmente.

Ya que la mencionada propiedad de la tangente, en la clase afin
de cubicas irreducibles, de ecuacién candnica

¢ 2
asnma+fa103’-‘2+am$+am(—‘—‘m+1)y=0’
2

solamente es posible con ¢ = 0, podemos dar la caracterizacion de la
pardbola cubica, en los siguientes términos:

La pardbola ctubica es la curva de tercer orden irreducible, con un punlo
impropio real de refroceso, un punto propio real de inflexién y tal que cada
tangente a la cubica corfa a la misma en un punio tal, que la razén simple,
del punto de inierseccion de la tangenie con la recia que pasa por el punio
de inflexion, en la direccion del punio impropio de retroceso, al punto de
interseccion de la tangente con la cubica y al punto de contaclo con clla,
sea —2,





