NOTAS SOBRE LA TEORIA DE LA DIMENSION
PARA RETICULOS

por

Jose M.* BrunaTt

En las Noias para un curso de geometria lineal y proyectiva, de S. Xam-
bd, publicadas por el departamento de Algebra y Fundamentos de la
Universidad Auténoma de Barcelona, se desarrollan, entre otras, las
teorias de la longitud para moédulos y de la dimension para variedades
proyectivas, y se sugiere la posibilidad de englobar ambas en otra més
general para reticulos. Hacer efectiva tal posibilidad es lo que preten-
demos aqui.

CONCEPTO DE DIMENSION

Sea X un reticulo, < su relacion de orden y +,. las operaciones
reticulares

w+y=SUp{wyy} ’ a:-y=1nf{a:,y}

Una extension simple es una desigualdad estricta, & < y, tal que
no existe ningun z que verifique £ < z < y. Equivalentemente, si

r<Iz<y = =2 6 z=y9

Supongamos que X tiene minimo 0 y sea # € X. Una bandera de « es
una sucesion de extensiones simples de la forma

0=$0 < <. .. < Tp =22
n se llama la longitud de la bandera.

Si = tiene banderas, su dimension, d(x), es el minimo de las longitudes
de todas las banderas de z. Si = es el minimo, su dimensién es cero.
Si z carece de banderas, su dimensién es 4 oo.

En lo sucesivo, hablar de la dimension de un elemento presupondra
que es finita.
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Lema. Sea X un reticulo modular, 81 # < y es simple, entonces,
para cada z, se verifica

Tz =1y-2z

o bien zz < y - z es simple.

Demostracion:

C:onsiqeremos un ! tal que zz < I < yz. Por ser X modular

<z = ) +l=z-(x+1
Teniendo en cuenta que
r<y , i<y z<sz+igy

Y que la extension z < y es simple, caben dos posibilidades:
12 2 = z + i Entonces

zrey+t=z-(z+l)=z-2=> 1<z 7
+ v Tenemos,puesz-z < i < z-x,dedondel = z -z
1 [ RE + t = y. Usando z -z <, obtenemos
t=@-2)+t=z-(z+1)=2z-y
,T:eorema. 1. Sea X un reticulo modular con minimo 0. Entonces:

{a) z <y = d{z) < d(y)y vale la igualdad si y sélo se z = y.
(b) Todas las banderas de x tienen la misma longitud.

Demostracion:
Consideremos una bandera de y de longitud n = d(y)
O=yg <y <...<yn=

En virtud del lema, cada desigualdad de la cadena

vy b
i

, 0=g 2 <Y T <...<Yn"Z=2

es ¢ una igualdad o una extension simple. Suprimiendo los términos re-
petidos, obtendremos, pues, una bandera de longitud < n, luego
' d(z) < d(y)
Si d(z) = d(y) todas las desigualdades de la cadena anterior son sim-
ples. Veamos por recurrencia que se verifica

Yyi =i & i=0,...,n

{ Para i = 0 es frivial. Supongamos que la igualdad es cierta para i
y de mostrémosla para i 4 1. Tenemos

N Yi €2 5 ¥i <FYit1 = Yi <Yit1' T < Yits
Yy como yi < Yi+, es simple, pueden s6lo presentarse dos casos.
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1.° yi1, == yi - . Entonces .
Ui * & = Yi4y ~ & !
y en la cadena hay repeticiones, lo que es absurdo. C
2.9 Y4y - £ = Yi+,, como pretendiamos probar.

En particular, para { = n tenemos

Yy=Yn=Yn T =Y =21

v

(b) Demostraremos que si 0 =z, < 2z, < ... < Zm == % esuna

bandera cualquiera de x, entonces m = d(z).
Para m = 0 es obvio. Supongamoslo c¢ierto para los k < m. Sea

0=z, <2 < ... <ZTpn=2

. AL IS
una bandera de z con n = d(z). Por definicion de dimension n < m.
Si fuera n < m. Consideremos
Zy <. o0 < ZIn
que es una bandera de z, de longitud menor que m, luego n = d (z) =
= d{zn), y por tanto, z; = 2. Entonces z, = zp+: ¥
D=z <...<zZp <...<Zm=2

no es una bandera, lo que es absurdo.

En virtud de la segunda parte del anterior teorema, la dimension
de un elemento es la longitud de una cualquiera de sus banderas.

COCIENTES

. .
Sean # < y elementos de un reticulo X. El cociente ¥/z se define po

Ve ={zeX;;z <z <y}

. . il '
Evidentemenie, ¥/r es cerrado para las operaciones reticulares,

tiene maximo, que es y, y minimo, que es . Pondremos d(y/;) para indi-
car la dimensiéon de y en y/s.

Teorema 2. Sea X un reticulo modular con 0 y sean z < y.
Entonces se verifica

d{tfz) = d(y) — d(x)
Demostracion:
- Si
0=z, <z, <... <% =2

es una bandera de r y

i

T<Yy < .. <Ym =y o
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es una bandera de y como elemento de v/y (luego, m = d(vfx) ), entonces
D=, < <...<Th <P <...<UPm=1Y

es una bandera de y como elemento de X, de donde

d(y) = d(v/z) + d(=z)

como queriamos demostrar.

Teorema 3. Sea X un reticulo modular y z, y ¢ X. Entonces la
aplicacién

Bgey ——> THUfy

z

-~ 2z +y
e8 un isomorfismo reticular.
Demostracion:

Trivialmente estd bien definida y es morfismo reticular.

Es inyectivo: Siy + z = y + 2!, multiplicando por z y teniendo en
cuenta que es modular se obtiene

s y+z)=2-yY+2)=>acytzz=x-y+28 = 5=2
Es exhaustivo: Seaz'cony < 28 < z + y. Tomemos z = 2 - z.
Ty <T- B2 L<e=> =0 Ty
z+y=2-z+y=72x+y =2

¥ z es anti-imagen de z.

Corolario 1. Sea X un reticulo modular con minimo y z, y ¢ X.
Entonces

dz) + d(y) = dlz + y) + d(z -y :
Demostracion:

d(@) — d(z - ) = d(zlsy) = d=+ufy) = dx + y) — dly)

Corolario 2. Sea X un reticulo modular y complementado.

Si u es el maximo de X y = un complemento de x, se verifica

d(z) + d(z) = d{u)

Demostracion:

diE) = d(@) — 0 = d(®@/,) = d(e+3/y) = d(¥/z) = d{u) — d(z)



SIMPLICES

Sea X un reticulo con minimo ¢. Un elemento a es un dtomo si
o < a es simple. El reticulo se llama atdomico si para cada = 3 ¢ exisle
un atomo ¢ tal que ¢ <« =.

* En todo este apartado supondremos que X es un reticulo modular
atéomico y complementado, = denotard un complemento de z. Ademas,
supondremos conocida la siguiente caracterizacion de un reticulo mo-
dular: X es modular si y s6lo =i para cada tres elementos z, y, z ¢ X, ta-
les que

t>z , a+y=z+y , -y

I
=
«

se verifica ¢ = z.

Lema. Sio <y < 7, existe un atomo a tal quea €« gy a < .
Demostracion:
y<z=>u=y+y<ct+ys>u=z+y
Consideremos z - y. Si fuera ¢ - y = 0, tendriamos
y<z , z+y=u=yg+y , r-y=0=y-y
y por ser el reticulo modular y = z lo que es absurdo.

Luego = - g ¥ o y existe un atomo a con a < z - y. Enlonces, a < 4.
Veamos que a < y. Si no fuera asi, tendriamos

a<y , a<z y<y=D>a<y-y=o0o=>a=o
lo que es absurdo.
Teoreme 4. Sea o < z. Entonces, z < y es simple si y solo si para
cada atomo, talquea €« ¢ , a < yesz + a = y.
Demostracion:
Sea £ < y simple. Si existiera un atomo a tal que
ag , a<y , r+a=xy

se verificaria ¢ < a + z < y y la extensién x < y no seria simple.
Reciprocamente, si se cumple la condicién y z < y no es simple
existe un f con z <t < y. Como z < I existe un dtomo a tal que a < @,
a < I Este atomo verifica ¢ + 2 < I < y, contra hipotesis.
Denominaremos simplice de un elemento x a un sjstema de dtomos
ai, ..., an. tales que

a;q;a,—}—...««%*aiuﬂ ’W ¥ al“‘}”;¢n*‘fﬂﬂmm

Teoremo 5, d(x) = n gty 50le si existe un simiplice de & con n ele-
mentos @y, ..., dy A

"



Demostracion:
Supongamos d{z) = n y sea

00 =By <y <.ooo <y =2
una bhandera de z.

Tomemos a, = x,;, que es un atomo, y para cada i > 1 un a,, ial que
Q< Ty Y G < T

Como las extensiones zi—, < z; son simples, tenemos

Ti—y + ay = T i=1...,n
de donde
a + ... +ai = a2
Entonces
U L Loy =0y + oo F Qe ¥ &G F ot =2p =2
por lo que a;, . .., an es un simplice de 2.

Reciprocamente, sea a,, . .., @n un simplice de z. Definamos
Ly = 0 i =4, + ...+ ai [=1....,n

Como ar < @i y @i < xi—, la desigualdad r,—, < z; es estricta.
Bastara demostrar que es simple y entonces

Ty < ovur < By

serd una bandera de z. Observemos, en primer lugar, que 2;—, o, = 0. En
efecto, por ser ¢; un atomo z—; a; es 0 6 a;; en el segundo caso, a; < Ty,
lo que va contra la eleccién de a;.

Veamos ahora que %i—, < ¥; es simple usando la caracterizacién dada
en el Teorema 4. Sea a un atomo con

a<La2y , a<a

Debemos probar que z = &%, + a4 = x;. Consideremos z - a;. Si
z + ai = g, entonces

Z > Zimg,2°01=0=20i0i,Z+ Q& = Bi—y + a + & = Ti—y + A

luego
Z = ZLy—

de donde
iy + Q8 =x— Y a4 < Ti—y

lo que es absurdo.
En consecuencia, 2z - @i = @; y tenemos
Livy €2, U <Z D &j=0Ci + & <2

Teniendo en cuenta z < z;, concluimos z = ;.
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Corolario. Siz <y, dly) = nya, ..., am es un simplice de =,
entonces existen dtomos amt,, ..., an tales que a,, ..., an es un sim-
plice de y.

Demostracién:

Puesto que a, + ... + am < y, existe un atomo am4, con

Imt1 < @+ ..o+ am Y mt <Y
Entonces a,, . .., am4, €8 un simplice de su suma, que es < y, y de

dimension m -+ 1. Reiterando el razonamiento, a,, ..., @, es un sim-
plice de su suma, que tiene dimensiéon n y es menor que y, por lo que
coinciden.

Nota. Si un reticulo es modular (respectivamente, complemen-
tado), lo mismo ocurre con cualquier cociente ¥/z, * < y. como se de-
muestra sin excesiva dificultad. Ademas, si el reticulo es atémico, tam-
bién lo son los cocientes /5 y los 4tomos de Tjz son los ¢ + a con a atomo
del reticulo, tal que ¢ g £ y @ < y. En virtud de lo anlerior, los teore-
mag 4 y 5 son aplicables a todo cociente de un reticulo moduar com-
plementario y atémico.

APLICACIONES

1. CoNJUNTOS

Consideremos e. reticulo de las partes de un conjunto A, X — P(A).
Se trata de un reticulo modular, complementado y atdémico. Los atomos
son los {a} con a € A. Para este reticulo, pues, es valida toda la teoria
anterior sin restricciones. Una parte x de A es finita si y so6lo si su dimen-
sion es finita; en tal caso, su dimension coincide con su cardinal. ElCo-
rolario 1 del Teorema 3 se traduce, en este caso, por la férmula

Card{x U y) + Card(z N g) = Card{x) -+ Card(y)

2. MoébpuLos

Sea M un A-médulo y X el reticulo de sus submodulos. Es un reticuio
modular con maximo, M, y minimo, {0}. Sin embargo, en general, no
es complementado ni atémico: basta considerar el ejemplo de Z. Pode-
mos aplicar a este reticulo los resultados obtenidos en los dos primeros
apartados. A menudo, el término «dimensién» se sustituye en este caso
por el de dongitud».

Para aplicar las formulas del cociente, designemos por ™[y el co-
ciente algebraico de M por su submddulo N, y por V(Mfy) al reticulo
de sus submoédulos. Si

P: M — Mfy
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es la proyeccion candnica, enfonces
My —— V(Mfx)
U —= P(U)
es un isomorfismo reticular, e igualando las dimensiones de los maximos
de cada reticulo, se obtiene d{™/y) = d(M[x). Segin el Teorema 2,
d(¥/n) = d(M) — d(N)
luego,

d(™fn) = d(M) — d(N)

Ademss, aplicando el Corolario ! del Teorema 2, se obtiene la f6rmula
de (Grassmann:

d(N - P) + d(N 0 P) = d(N) + d(P)

3. KESPACIOS VECGCTORIALFS

Sea X el reticuto de los subespacios de un espacio vectoriai E sobre
un cuerpo K. I as consideraciones de: ejemplo anterior son vélidas aqui,
pero, ademas, en este caso, el reticulo X es complementado y atomico,
siendo los 4tomos los subespacios de laforma {xz ; A ek} = <z > con
z F o. En este reticulo es valida, pues, toda la teoria anterior. Los sim-
plices se caracterizan facilmente-

<L , .., <Zn>
es un simplice de F si y solo si z, ..., &n €5 una base.

Omitimos 1a demostracion, que es sencilla, y sefialamos que el Co-
rolario del Teorema 5 proporciona una demostraciéon trivial del teorema
de Steinitz.

4, VARIEDADES PROYECTIVAS

Se presentan las mismas circunstanc.as que en el caso anterior. Los
atomos, en este ejemplo, son los puntos.

Por razones obvias, se pretende que los puntos tengan dimension
cero y las rectas, dimension 1. Para ello se distingue la dimension de
una subvariedad F, d(F), de la dimensién proyectiva de tal subvariedad,
dp(F), definida por

dp(F) = d{F) — 1

Todas las férmulas validas para la dimensiéon habitual lo son tam-
bién para la dimensién proyectiva, y las dimensiones proyectivas de
un punto y de una recta son 0 y 1 como se pretendia.
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cidas.



