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OPERADORES DE DERIVACION
Y DIFERENCIACION EN MODULOS

por

J. LEON ALVAREZ

En trabajos anteriores {1] y [?], introdujimos algebraicamente los
conceptos de vector de un anillo y de derivacion en un A-médule, asi
como los duales, covector y diferencial. Nuestro prop6sito es hacer pa-
tente que éstos y agquéllos son Operadores Diferenciales, definidos sobre
A-médulos, asi como completar algunas de sus propiedados.

OPERADORES DIFERENCIALES EN A-MODULOS

Fn este apartado aplicaremos la teoria de Operadores Diferenciales,
Hermann [3], a nuestro problema. Sea A un anillo conmutativo con
elemento unidad y M y M’ dos A-mdédulos.

Definicién.

Tlamaremos operador diferencial de orden cero de M en M’ a todo
homomorfismo A entre ambos A-moédulos. El conjunto de estos opera-
dores, que representaremos por A°(M, M’) es, a su vez, un A-médulo.

Para cada sucesién de elementos de A lay, a, ..., an), definimos
por induccién la aplicacién aditiva ¢la;, a,, ..., an, A) : M - M’ Asi,
paran = 1y K = M se define por

o(ay, A) K = Afa, K) —a, . AK (1)

:

Supuesto definido para n — 1. para n sera:
‘P(al) Ay v os Up, A) = ‘P(al) &p(llg, o oo Oy A) ) (2)

Proposicion 1.

«Si f es una aplicacion aditiva M — M/, sera f e A°(M, M’), si y sélo si

o(a, /) = 0.

En efecto, sea ¥V a € A, ¢(a, f) = 0, entonces ¢(a, /) K =0 =
= flaK)=a.f(K)y comof es adltlva, f e Hom (M, M’). Remproca-
mente, si f € A°(M, M) = fla K) = a . f(K) => ¢(a, f) =

c. q. d.
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Generalizando lo anterior; sea An(M, M’) el conjunto de todas las
aplicaciones aditivas A : M — M’, tales que:
(P(ab Aoy oo vy Qn t1y A) =0 (3)

An{M, M‘) constituye el A-mddulo de operadores diferenciales de orden n
~de M en M.

Consecuencia.
7Ao(M, M) C AYM, M) C... € Ay(M, M")”
Definicién.

La unién de todos los An{M, M’) para todo entero n > 0, que deno-
minaremos A(M, M}, constituird el A-médulo de operaderes diferenciales
de M en M’.

Si A e An{M, M’), pero A ¢ An—3{M, M’), sera:

o(ay, sy -+ - o And1, A) = ¢lay, ¢{as + -« Gt A)) =20

luego
@@y, -« 5 Angyy A) € A(M, M)

es decir, una aplicacion lineal de M en M’.

Definicion.
Llamaremos simbolo de A, ¢(A), a la aplicacién multilineal A x . n ) X
X A XM -—- M’, definida para todo K € M por
o(A) (ay, ..., an, K) = olay, ..., an, A) K (4)
Definicién.

Denominamos derivada de A en M’ a toda aplicacion aditivad: A - M’
tal que
Vay,aeA ;5 ola;a) = 8(ay) as + a1 9(a,) (5)

Consecuencia.

«La derivada & de A en M’, tal que: @ e Ao(A, M") es la derivada cero.»

Pues si 9 € A°(A, M) <> ola,d) b =0 <> na.8b) + 8a).b—
—a.80b) = 2a).b =0, puesto que b £ 0y, VacA, da)=0, 2sera la
aplicacién 8 : A —— 0. ¢. q. d.

Proposicion 2.

9, definida anteriormente, estd en A A, M)»

En efecto, si b € A, ¢(as, 9) b = 8(ay b) — a; 3(b) = b 9(a,) + as 3(b) —
ey Bb) = b O(dy) ¢ gldy, da, 9) b = gldy, 9lds, 8) ) b = g(ay, B) (a3 b) —
Oy s G{Cay 8) b == a0y b (@) a1 B ¥ay) =0 => 2eAMA, M) ¢.q.d.
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Dado A € AYA, M’), definiremos @ € AYA, M’), por d(a) = Ala) —
— A(1l) a para todo a € A.

Lema. «@ € AYA, M')»

Bastara con ver que ¢(a;, @, 8) = 0. En efecto: o¢(a;, a,, 8) b =
= (ay, P(ds, 8) ) b = @(as, 8) (a1 b) ~— a3 §(@a, 8) b = 8(ay a, b) — a, 8(a, b)—
—a,{&ayb)—a,8(b)) = 8(asa,b) —a, 8(a, b) —a; da, b) + a, a, 8(b) =
= Ala, a; b) — a; Ala, b) — a; Alaz b) + a, ay Ab) — A(1) (ay 0, b —
— dyt b — a0, b - 4,0, b) = ¢(ay, .. A) b = 0, por ser A & AY{A, M),

Proposicién 3.

4@ € (A, M’) es una derivada de A en M’, esto es, cumple la rela-
cion (5).»

Observemos primero que 8(1) =A(1)—A(1) .1 = 0. Como 2 € AY{A, M),
ola, &) € A°(A, M’), o sea es A-lineal. Luego, ¢(a, 8) a’ = ¢(a, 2) (1 a’) =
= a’ . o{a, 2) (1). Pero ¢(a, 3) @’ = 8(aa’) — a 8(a’) = d(aa’) — a2’ 8(1) 4
+aa’ 9(1)—a 8(a’)=o(aa’, 8) (1)—ale (a’, 2) (1) ), de donde: ¢(aa’, 2) (1) =
= a¢(a’, 9) (1) + ¢(a, 9} @’ = ag(a’, 9) (1) + a’ 9(a, 9) (1) => 2&(aa’ 1) —
—aa’ 1) = a(é(a”l) — a’ 1)) +a’(8(a.1) —a.2(l)) =
= dlaa’) = a &a’) + a’ &{a), por ser &(1) = 0.

Consecuencia inmediata, por ser A(a) = 3(a) + A(l) . a, es la signiente
Proposicion 4.

«AYA, M) es suma directa de A°(A, M’) y del médulo de derivadas
de A en M'.»

VECTORES Y DERIVACIONES

En [1] definimos un vector de A, X, como toda aplicacion aditiva
X : A —— A con la propiedad

Xa.b)=Xa.b+a.Xb , Ya beA (6)

Es decir, se trata de una derivada de A en A. Segun la Proposicion 2,
Vi, médulo de los vectores de A estd contenido en A*A, A). Concre-
tando, todo operador de primer orden de A en A serd suma de un vector
de A y de un operador de A°(A, A) {Proposicién 4). En otras palabras,
vector de A sera todo elemento de AYA, A) que, ademas, sea derivada
de A en A. (Denotaremos los vectores indistintamente por mayusculas
o por mintsculas e, incluso, por simbolos como ;).

En el caso particular en que V, sea el campo de vectores tangentes
a una variedad, y A el anillo de funciones C© en la misma, se define una
base candnica

oxX, 7 aXn
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de tal manera que

]
VXeVs , X(a)=b

(@) = bi 9, (a 7
ox, t{a) \7)

El simbolo del operador X e V,, en las anteriores circunstancias, se
calcula asi:

ola, X) o' = X{aa') — a X(a') = X{a) o’ = b 8, (a) a’
por tanto,
o(a, X) = bt & (a) = X(a) (8)

Denomindbamos en [1] derivacién a toda aplicacién entre A-modulos,
D : V4o —— Dy, en que a cada vector de A, z. se hace corresponder una
derivada D; en la direccion de dicho vector.

Sea D una derivacion cualquiera entre moédulos, ¢(a, D)z = D(az) —
— a D(z) = Qv{a, z) [1]. Puesto que ¢(a’, QP) K = Qo(a’ K) —
—a’ QP K = Dgg(a’ K) —a Dg(a’ K) — ¢’ DgzK + a0’ Dz K = 0 <>
<> 0Qr(a, z) € A°(M, M).

Las derivaciones A-lineales, y, se denominan covarianies, es decir,
aquéllas que cumplen ¢a, v) X = y{a X) — ayg(X) = 0 <>
<> yelAo(V,, Dy).

Proposicién 5.

«Las derivadas direccionales Dz, definidas en [2], pertenecen a
AYM, M)

En efecto, v K e M o(@1, dp D) K = ofay, ‘P(aZJ Dz)) K =
= (s, Dz) (a; K) — a; ¢(a,, Dg) K = Dgz{a, (a, K) ) — a, Dgla; K) —
— @, [Dz(a, K) — a, DzK] = 0. c. q. d.

El simbolo de Dz serd, ¢{a, Dg) K = Dg (¢ K) — a Dz K = z(a) K,

es decir, g(¢, Dz) = z(a).
Consideremos algunas propiedades de las derivaciones aditivas.

Proposicién 6.

«El conjunto © de las diferencias entre derivadas en la direccién de
un mismo vector es un A-médulo.»

En efecto, se definen las operaciones:

[(De — D’z) +(D"y —D"y)] K = (Dz— Dg) K + (D”y — D) K =
= [(Dg + D7) — (Dz + D")] K <> [(Dg — D%) + (D) —
— D"y)] € O, pues (Dz + D’y) v (D’z + D”’) son derivadas en la di-
reccién r 4+ y.

[6(Dg—D%z)] K=0a.(Dz—Dz) K=(aDg — aDz)K = «a(Dgz—
— D’z) € ®, pues a Dz y a D’ son derivadas en la direccion az. c.q.d.
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Proposiciéon 7

«Sean D y D’ dos derivaciones aditivas, tales que si g(a . D) X =
=¢gla, D)X, VaeAyXeVssr>D —D e Ao (V4 B>

Fnefecto: (D — D) (X 4+ Y) =D(X +Y) —D'(X 4+ Y)=(D —
— D)X 4+ (D— D) Y; (D — D) (aX) = D(@X) — D{aX) = ¢(D —
— D’} X, pues D{aX) = ¢(a, D) X + aD(X) y D'(aX) = gla, D) X +
4+ aD’(X). c. g. d.

OPERADORES DUAIFES

Denominamos asi a los operadores que constituyen modulos duales
de los anteriores. 1.os coveclores son los elementos del médulo dual V*,,
es decir. el conjunto de aplicaciones lineales de V, en A. Como caso
particular de estas aplicaciones, sefialemos las definidas por d: A —— V¥,
mediante do(X) = X{a), ¥ X e V,.

Pronosicion 8.

«La aplicacién d, antes definida, es una derivada de A en V*,.»
En efecto, es aditiva, puesto que:

da + b) X = X(a + b) = X(a) + X(b) = da(X) + db(X)

¥y
da.0) X = X{a.b) = X(a).b + a.X(b) = da(X).b + a . db(X)
c.q.d.
FEl simbolo del operador sera:
ola, dya’ = d(ea’) —a .da’ = a’ . da
luego
ola, d) = da (9)

Los elementos del modulo duar D*y se denominan diferenciales.
Si M es moédulo propio, veiamos en [1] que existia un homomorfismo
g : Dy —— Va, es decir, ¢ € A%(Dy, Va).

Proposicien 9

& o e V*,, se define un operador, d, € A°(Dn, A), por medio de
de(Dz) = w(@) € A, V Dz € Dy

Fn efecto, V¥ Dz, Dy € Dy, du(Dz + Dy) = olz + y) = olz) +
+ ofy) = dw(Ds) + du(Dy).

VYeeA dylaDz) = wlaz) = a. o{z) = a.duy(Dz). c.q.d.

Sean Lz y Ly dos derivadas generalizadas de Lie, es decir, derivadas
que ademas son homomorfismos entre dlgebras de Lie.
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Proposicion 10.

«I.a accién de Iy sobre [Lz, Ly] es igual al resultado d actuar el
covector « sobre la derivada canénica de Lie [z, y].»

En efecto:
[La, Ly] = Lz, 5] = dol({lae Ly]) = do(li, g1) = oz, y))

c. q. d.
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