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FUNCIONes DeRIVABLES EN CUATERNIONES

por

JUAN ARIAS DE REYNA MARTINEZ

En el presente trabajo probamos que las funciones definidas en una
región del cuerpo de los cuaternios y con valores en el mismo cuerpo,
derivables en toda la región son triviales.

Puede ser útil como ejercicio sobre la teoría de funciones de variable
compleja, pero como no lo hemos encontrado propuesto, hemos deci­
dido publicarlo.

No pretendemos que no exista teoría análoga en el caso de los cua­
terniones, a la teoría de funciones analíticas; pero como puede compro­
barse en el articulo de HAEFELI, la definición que dá la escuela de Fueter,
de función analítica cuatemíonal, no es la de ser derivable.

Sea H el cuerpo de los cuaterniones. Lo consideramos identificado a
R4, poniendo: 1 = (1,0,0,0); i = (0,1,0,0); j = (0,0,1,0); k = (0,0,0,1).

Sea Q una región de H. I : Q -.. H una función tal que para todo
a E Q exista el límite

lim (I(a + h) + I(a) ) h-1

h-..O

entonces I es de la forma I(z) = a + bz.
En efecto, sí ellímíte existe y lo llamamos f'(a), se tiene

lim (I(a + h) - I(a) ) h-1 - I'(a) = O
h-..O

[1]

si 11 11 es la norma eucIídíana de R', esto quien decir que, dado e: > O,
existe ~ > O. tal que:

o < 11 h 11 < a => 11(1(a + h) - I(a) ) h- 1
- f'(a)!1 < e:

Como

esto da

11 ab 11 11 a 11 • 11 b 11

O < 11 h 11 < a ;::::> 11 I(a + h) - I(a) - f'(a) h 11 < ~ 11 h 1I
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como h -+ t'(a) h es una aplicación lineal, I será diferenciable en a y su di­
ferencial es la aplicación que pasa de h a f'(a) h; luego la diferencial de I
es de la forma

(

a -b -c -d)
b a -d C

C d a-b

d -c b a

[2]

Esto quiere decir que si / = (f 1, la, la, 1,), las ecuaciones análogas a las
de Cauchy-Riemann serían

a11 a la a la al, a11 a fa a la al,
--=--=--=-- ---=--=---=--
aXl aXa aXa ax, aXa aXl fJx, aXa

[3]

a11 at, a la al, e 11 ala () la al,
--- = -- = -- = --- ;--- = --- =-- =--

aXl

Formemos las funciones complejas de n en ó

podemos considerarlas como funciones de las variables complejas

Zl = Xl + i Xa

De las ecuaciones [3J se deduce que F 1 Y Fa son funciones analíticas
de Zl dejando Za fija y son analíticas en z. dejando Zl fija. Por el teorema
de Hartogs, F 1 Y Fa son ñmciones analíticas de las dos variables com­
plejas Zl Y za en la región n e C x C.

Pero, además,

aF l a/ l ala
--=--+i--
aZl aXl aXl

er, e t, ala
--=--+i--
s z¿ ax, ax,

luego otra vez por [3]

aFa al, e/a
--=--+i--
aZl aXl aXl

eF~ al, ala
--=--+i--
aZa ax, aX4

En un entorno de cada punto de n son entonces estas derivadas
constantes, pues una función no puede ser analítica y antíanalítíca sin
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ser constante. Como n es una región, la diferencial de { es constante
en Q. Si f'(a) es el cuaternión correspondiente, se tendrá {(z) = {'(a) z --cte.
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