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UN TEOREMA DE PUNTO FIJO

por
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y
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En un trabajo debido a M. Edelstein (1) se demuestra el siguiente
teorema: «Sea f una aplicacién contractiva de un espacio completo X

en si mismo y se supone que existe un punto z, ¢ X tal que la sucesion
0o
{fr{®)In = . contiene una subsucesién convergente hacia el punto

o e X, entonces x, es el tnico punto fijo de f».

Se dice que una aplicacion f de un espacio métrico X en si mismo es
contractiva si d(f(z), f(y)) < d{(x, y) para todo par de puntos z, y ¢ X
con x £ y. Si se verifica que d{(f(z), f(y)) < k d(z, y) siendo k constante
con O < k < 1 se dice que f es estrictamente contractiva.

Utilizando ¢l teorema antes citado, se ohtiene el siguiente resultado,
que generaliza el teorema del punto fijo de Banach.

Teorema

Sea ¢ una funcion real de variable real definida para ¢ > 0. Se su-
pone que ¢ verifica las siguientes propiedades.

a) $0) =0y () >0sit>0.
b) ity < tsit > 0.
¢) ¢ es continua.

Si f es una aplicacion de un espacio métrico completo X en si mismo,
verificando d{f(z), f(y)) < d(d{z, y)) para todo par de puntos z, y ¢ X
entonces f tiene un punto fijo y uno solo.

Demosiracion.

oo
Sea x, ¢ X y consideremos 1a sucesién {f?(x,)}n=,, se verifica

d(fn+3(zy), falz,) ) < dldfr(e,), fr—Hzq) ) < d(frlzy), fr==,) ) [R]
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[o'e]
para n = 2, 3, ... Por tanto, la sucesion {d(fr+(x,), fr(2,) ) }n=, de nu-
meros reales es mono6tona decreciente, sea h su limite. Como ¢ es con-
tinua

lim (d(fr+Yz,), fa(e,) ) = (k)

n - o
y en virtud de la desigualdad [2] se deduce que $(h) = h, luego h == 0
por a). Existe entonces una subsucesion {fj(z,)};=, de la sucesién
00

{fr(z)} n=, tal que

1 .

d(fn]+l<xl)’ fn](wl) ) < — ] = 1, ‘2’ e

9l
y por tanto, dicha subsucesion es de Cauchy. Como el espacio es com-
pleto, existe un punto z, ¢ X tal que

Iim f"] (w]) = Lo
j— oo

Aplicando el resultado de M. Edelstein z, es el tinico punto fijo de f,
ya que por b) f es una aplicacion contractiva.

Obsérvese que este teorema generaliza el clasico teorema de Banach
para aplicaciones contractivas de un espacio métrico completo en si
mismo, pues basta tomar ¢(z) = kFx con 0 < k < 1.

A continuacién damos un ejemplo sencillo, donde es aplicable el
teorema anterior, y sin embargo, no lo es el teorema de Banach.

Ejemplo.

Si X = {x e R/x > 1} se tiene que X es subespacio completo de
la recta real.
Sea ¢ la aplicacién de R+ en R definida por

¥
Lty =

1+
y [ la aplicaciéon de X en X definida por:

1
flg) = — +1
x
La aplicacion f es estrictamente mondtona decreciente. Sea K un
numero real con 0 < K < 1, veamos que no se verifica d{f(z), fly)) <
< K d(z, y) para todo par de puntos z, y ¢ X. Sean z, y e X con & = y
se puede suponer x > y entonces f(x) < f(y), luego

fz) — )] = fly) — fl#g) = — — — = ———— (3]
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Si
1
Lo = ~—— >1leyo
VK
es un numero real con
1
1 <yo <—
VK
entonces
Lo — Yo
——— > K | % — o | = K(Zo — Po)
YoZo

va que si se supone

o — Yo
— < K{Zo — Yo)
YoZo
se tendria que
1 1
1 <K$oyo <K'~—‘—_:'——-::=l
VK VK

y se llega a una contradiccién.
Por otra parte, si 2, y ¢ X con z > y se tiene que

zy—1) +y—1 >0
y por tanto
1 1

<
xy 14+2z—y

de donde se deduce, finalmente por {3], que

T—y z—y
tHz) —Hy) | = < =¢(lz —yl).
Ty 14+2z—y
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