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UN TEOREMA DE PUNTO FIJO

por

A. PEREZ GOMEZ

y

F. LoPEZ FERNANDEZ·AsEN10

En un trabajo debido a M. Edelstein (1) se demuestra el siguiente
teorema: «Sea { una aplicación contractiva de un espacio completo X
en sí mismo y se supone que existe un punto Xl e: X tal que la sucesión

oo
{fn(x 1)}n = 1 contiene una subsucesión convergente hacía el punto
Xo e: X, entonces Xo es el único punto fijo de [»,

Se dice que una aplicación { de un espacio métrico X en sí mismo es
contractiva si d(f(x), {(y)) < d(x, y) para todo par de puntos X, y e: X
con X =1= y. Si se verifica que d({(x), ¡(y)) < k d(x, y) siendo k constante
con O < k < 1 se dice que { es estrictamente contractiva.

Utilizando el teorema antes citado, se obtiene el siguiente resultado,
que generaliza el teorema del punto fijo de Banach.

Teorema

Sea <j; una función real de variable real definida para t :> O. Se su-
pone que <j; verifica las siguientes propiedades.

a) \ji(O) = OY \ji(t) > Osi t > O.
b) W) < t si t > O.
e) <j; es continua.

Si I es una aplicación de un espacio métrico completo X en sí mismo,
verificando d(f(x), {(y)) <; \ji(d(x, y)) para todo par de puntos x, y } X
entonces { tiene un punto fijo y uno solo.

Demostración.

=
Sea Xl e: X y consideremos la sucesión {fn(x 1 ) }n= l' se verifica
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00
para n = 2, 3, oo. Por tanto, la sucesión {d(fn+ ¡(XI), {n(x l ) )}n= ¡ de nú-
meros reales es monótona decreciente, sea h su límite. Como IJ¡ es con­
tinua

Iim lJ¡(d(fn+¡(x¡), ¡n(x¡) ) = lJ¡(h)
n-+oo

y en virtud de la desigualdad [2J se deduce que lJ¡(h) = h, luego h = O
00

por a). Existe entonces una subsucesión Unj(x¡)}¡=¡ de la sucesión
00

Un(x¡)} n=¡ tal que

j = l, 2, ...

y por tanto, dicha subsucesión es de Cauchy. Como el espacio es com­
pleto, existe un punto Xo e: X tal que

lim tn¡ (x,) ~ Xo
j -+ 00

Aplicando el resultado de M. Edelstein Xo es el único punto fijo de [,
ya que por b) { es una aplicación contractiva.

Obsérvese que este teorema generaliza el clásico teorema de Banach
para aplicaciones contractivas de un espacio métrico completo en sí
mismo, pues basta tomar lJ¡(x) = k X con O < k < 1.

A continuación damos un ejemplo sencillo, donde es aplicable el
teorema anterior, y sin embargo, no lo es el teorema de Banach,

Ejemplo.

Si X = {x e: R Ix ;;. l} se tiene que X es subespacio completo de
la recta real.

Sea IJ¡ la aplicación de R+ en R definida por

<1(l) = ---

+
y ¡ la aplicación de X en X definida por:

l
{(x) = - + 1

x

La aplicación { es estrictamente monótona decreciente. Sea K un
número real con O < K < 1, veamos que no se verifica d(f(x), ¡(y) ) <
<; K d(x, y) para todo par de puntos x, y e: X. Sean x, y e: X con x,d. y

se puede suponer x > y entonces ¡(x) < {(y). luego

1 1 x-y
I{(x) - I(y) I = ¡(y) - {(x) = - -- - = [3]

Y x /fx
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Si

1
Xo = -- > 1 e Yo

VK
es un número real con

1
1 < Yo <--

VK
entonces

xo-Yo
--- > K I Xo -Yo 1 = K(xo -Yo)

Yoxo

ya que si se supone

Xo-Yo
---- « K(xo - Yo)

Yoxo

se tendría que

1 1
1 « K Xo Yo < K . -- . -- = 1

¡/K Vk-

y se llega a una contradicción.
Por otra parte, si x, Y e: X con x > y se tiene que

x(y - 1) + (y - 1) ;;;. O

y por tanto

1 1
«-----

x-y

xy + x-y

de donde se deduce, finalmente por (3], que

X-lj
1¡(x) - ¡(y) I = « ---- = ljJ (1 x - y 1).

xy 1 + x-y
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