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RENE DEHEUVELS

SUCESION ESPECTRAL Y TRANSGRESION
EN UN ESPACIO FIBRADO PRINCIPAL (*)

Notas recogidas y redactadas por

PEDRO MARTINEZ GADEA

Es bien sabido que uno de los campos de aplicacion importantes de
la Topologia algebraica es la Geometria diferencial. Asi, por ejemplo,
la idea de la sucesién espectral de la Topologia algebraica —debida a
Leray [5] (**), el cual la introdujo en 1950— puede ser aplicada a un
problema de Geometria diferencial. Veremos que exisle una sucesién
espectral en un espacio fibrado principal diferenciable —sobre una va-

riedad diferenciable de clase CO° de grupo estructural de Lie G, con una
conexion.

§1. BIGRADUACION DEL ALGEBRA DE FORMAS DIFERENCIALES EXTE-
RIORES SOBRE UN ESPACIO FIBRADO PRINCIPAL CON UNA CONEXION,

Tenemos, pues, una variedad diferenciable V de Clase C®, y un
e. f. p. (***) P sobre V, de grupo estructural G. G actia, pues, a la de-
recha sobre P dando una aplicacion diferenciable

PXG——— P
vy, 9 ——uyg

tal que yg se mueve en la fibra a la que pertenece y. Ademads, para y
fijo, g recorre G, dando un difeomorfismo del grupo G sobre la fibra
dada.

(*)} Conferencias en el Departamento de Geometria y Topologia de
Santiago de Compostela.

(**) Los ntameros entre corchetes remiten a la bibliografia.
{(***) En lo que sigue, suponemos las variedades diferenciables

de clase C®, y denotaremos por e. {. p. las palabras espacio fibrado prin-
cipal diferenciable.
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Dado un e. f. p. P se define una conezion sobre P dando —es el modo
mas intuitivo de introducirla— una familia de subespacios Hy, llamados
horizontales, del tangente TP, de modo que Hy C (TP)y, de modo que
sies # : P ——-— V la proyeccion del e. f. p., sea

T, (TP)y — TVg s &L = TF(y)

tal que =, /Hy es un isomorfismo sobre TVy Ademds se exige que
Hy; = Hy ¢ v que la aplicacion y v—— Hy sea diferenciable. Para
mas detalles, ver Quan [7].

Hy
y

Dada una conexion sobre P se consideran las formas diferenciales
exteriores sobre P, y se define en ese dlgebra una bigraduacion. De ese
modo, como veremos, una m-forma o es de tipo (p, q), p + ¢ = m,
siendo p el l.er grado y g el 2.°; puede asi construirse una sucesion es-
pectral, y obtener:

1. Las clases caracteristicas del e. f. p.
2. La iransgresion (detallando asi una construccidén de Chern de 1945).

Nola.—Podemos recordar situaciones andlogas donde puede darse
una bigraduacion de las formas, asi en el caso de las variedades comple-
jas o easi complejas.

Dado un espacio vectorial E, descomponible en suma directa de
dos subespacios,

E=EQE,
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la bien conocida expresion de la potencia exterior de E de grado m en
funcion de las potencias exteriores de E, v E,,

A" E = ) {{AP E;) ® (AT E,)}
p+g=m

puede abordarse, en el caso que estamos considerando, de modo mds
geométrico, asi:

Una forma « de grado m sobre P es una forma lineal sobre la po-
tencia exterior Am (TP)y, es decir,

o A" (TP)y — R
Dado un elemento descomponible de Am (TP)y, es de la forma
YIiAYsA...AYnm

Pero en Am (TP); tenemos dos proyectores, el primero, A, sobre el
subespacio horizonial, y el 2.°, v, sobre el vertical (tangente a la fibra
de P),yesh + v = 1, es decir,

Y=hrY +0vY
Podemos escribir

YA oo AYm =AY+ 0Y) A e AR Ymt 0 Yn) =

=Sk Y AR Ya Ao ANbm Ym , ki =

que es una suma con 2m términos.

Se considera el subespacio
Tylo» m) © Am (TP)y
definido como el generado por las combinaciones lineales del tipo
Z0Y A ...AUYm
y el subespacio
Tyt m—1)

generado por las combinaciones lineales del tipo (1.1), donde los %; son:
1 igual a h, y m — 1 iguales a v. Asi, se tiene

AMTP)y = Tyloom) P Tyl m—1) @ ... P Tyim: o)
Si es w(p, q) el proyector de Am{TP)y sobre

Tylp> @)
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dada una m-forma o, si ponemos

Wp, ¢ = W.T(p, q)

« = Elmp:q

p+g=m

Es

Nota,—En geometria diferencial hay formas que son de tipo puro
(de bigrado precisado). Asi, dada una conexioén sobre P, define (y, reci-
procamente, puede ser definida la conexién mediante ella) una forma o
de conexion de grado 1, suma, por tanto, de wy,, ¥ wg, 1. Ya que el sub-
espacio vertical Vy es isomorfo al dlgebra de Lie del grupo G, es decir,
Vy & L(G), puede considerarse que « es una aplicacion

o: TP — L(G)

pues o se anula sobre el subespacio horizontal Hy. « es, pues, pura de
tipo (0, 1). Ademas, se define la curvatura Q de la conexion asi:

Q =dw: (hh) =({do) (e

o sea, la componenie pura de tipo (2, 0) de dow.

§2. DEescoMPOSICION DE LA DIFERENCIAL EXTERIOR.

Veamos ahora qué ocurre con la diferencial exterior. Dada una forma
pura op, ¢. {Qué ocurre con su diferencial? Sabemos que si (en general)
grado w = m, es

, A
do (Xoy Xy ooy Xm) = (1) Xi + & (Xop o2y Xiy ooy Xm) +

L A A (.1)
+ I (1)t o ([X, Xi], Xp, ooy Xiy ooy Xppoooo Xim)
i

t<
seudl es el tipo de dw? Es decir, jcudl es el valor de
do (ke Xy, 1 Xy« o vy bm Xm)

con ki = h 6 v? Vemos que en (2.1) hay vectores a la izquierda, y campos
(sino, no podria considerarse el corchete) a la derecha. Por ello, teniendo
en cuenta que se ha embebido cada vector en un campo, y la parte de-
recha no depende de como se embebe el vector en el campo, se busca
el campo mas sencillo correspondiente a un vector dado, del modo que
sigue: Si el vector es horizontal, se embebe en el campo obtenido, con-
siderando que, localmente. el e. f. p. es producto; luego basta tomar
cualquier campo horizontal que sea invariante por las traslaciones por
los elementos del grupo.
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Para los verticales se considera que a un vector en Vy le corresponde
uno unico A e L(G), A partirde P X G — P se define la aplicacion

TP x TG —— TP

(OIJ’ AB) v

»
—->Ay

es decir, se obtiene el campo A* al variar y correspondiendo A* al vec-
tor A.

Asi, el corchete de un campo de vectores horizontales y otro vertical
asi obtenido es cero, [H, V] = 0.

Si los dos campos son verticales, el corchete es el del dlgebra de Lie.

Si los dos son horizontales, el corchete tiene dos componentes: una
horizontal y una vertical (la curvatura).

Por tanto, si o es de tipo (p, ¢), do tiene tres componentes:

dr ®, de tipo (p, ¢ + 1), lamada diferencial a lo largo de las fibras.
ds ®, de tipo (p + 1, ¢), llamada diferencial a lo largo de la base.

ds o, de tipo (p + 2, ¢ — 1), llamada diferencial cruzada (expresa la
curvatura).

En Topologia algebraica, con el dlgebra de cocadenas, no aparece la
ultima diferencial, caracteristica de la geometria diferencial, con la
curvatura de las conexiones.

Sea A el algebra de formas diferenciales exteriores. Los 2 grados
dependen esencialmente de la conexion. Sin embargo, igual que cuando
en Topologia algebraica se encuentra un anillo o 4lgebra con 2 grados
definidos por un especio fibrado, siguiendo la idea de Leray se define
una filiracién, obteniéndose una estructura mas débil que la de los 2 gra-
dos, sea aqui:

Dada o € Ap, se define una filtracion de o a lo menos p, flw) > p.si

© = wp,¢ + Optyg—1 + ... = Z Wy
i>p
con wt,; puras. Entonces se tiene
A = A"D A1D A2D A®D .,
Se dice que A esta filtrada, y se prueba que esa filtracion no depende de
la conexién. Tenemos, en general, otros grados, pero con la construccién

de la Topologia algebraica, se construye la sucesiéon espectral de esa
filtracion, que solo depende del e. f. p., no de la conexion.

Nota.—De esa sucesiéon espectral puede deducirse inmediatamente
el teorema de A. Weil sobre la independencia de las clases caracteris-
ticas del fibrado (no dependen de la conexion).
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Sabemos que d? = 0, y hemos visto antes la descomposicion de d en

dr, ds ¥ dc. Combinando ambos resultados se obtiene facilmente (escri-
biendo s6lo los bigrados),

¥
(p,q +2)
(poget)y —

d
F &‘
(p+1, q+1)

(P,q) ——————-a-(p+1' q)

-——_.___..(p+2,q)

d

F {(p«3, g-1)
dB8 ’
\dc\\( ) . /
p+2,q -~ dc
\(p+4'q_ 2)

Yy, por lo anterior, se obtiene:

dzp=ol

de ds 4+ dedg = 0

d’s + dedr + dpdec = 0
deds + dgdeg =0
d?c = 0

Si queremos ver, ademas, qué ocurre con las formas de conexién
y de curvatura, tenemos, escribiendo debajo el bigrado:

i) o ,do = Q——-?m/\w dr 6 = 0o \ o

=
(0, 1) (2, 0) (0,2) ds @ =0
dc, W = Q

if) dQ = d(de ) = (dp + dp) dc © =
(dedc—dcds) ® = dp de & = dp Q

]l

pero
df (2,1)

(2,0) 98 _ (3,0)

&\
(4,-1) (cero)

pero luego de
dQ =dr Q = 0 A Q
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es
ds Q =0

lo cual es equivalente al teorema de Bianchi,

DQ =20

§3. LA TRANSGRESION.

Dado el e. f. p. P(V, G}, sea G un grupo de Lie compaclo. Se sabe que
la cohomologia real de G, siendo G general puede calcularse mediante
las formas diferenciales exteriores sobre G. siendo —por el teorema de
De Rham-— esa cohomologia la del &lgebra de formas exteriores. Pero
en el caso de ser G compacto, hasta hallar las formas biinvarianies so-
bre G, pues si « es una de tales formas, es da = 0, y en cada clase de
formas diferenciales exteriores cohomologas existe una tunica forma bi-
invariante. Se toma el dual del 4dlgebra de Lie, (L{G) )*, y se considera el
algebra exterior sobre (L{(G) )*,

ALY = A(L(G))"
sobre la cual opera el grupo G por la transformacion adjunta, es decir,
dada © € A L* es
adg) o =g wg=t,9eG

Pues bien, las formas biinvariantes son las formas invariantes a la iz-
quierda y por la transformacion adjunta. Sea G = 0(h), entonces L{(G) =
= matrices antisimétricas. Dada «, biinvariante de grado m, se le hace
corresponder una forma diferencial exterior v, sobre P, asi (todo en un
punto y)

Yo Xy ooy Xm) = a (0 X%, .. (0 Xm)* ), Xi e (TP
(v X))* e L(G)

Esa forma vy, es pura de tipo (0, m) y es

df (o, me+1)

s
dye B (1, m)
(o,m) d\‘\(z'"“”

C

dg v, = 0, pues da = 0. Puede verse también que dg v, = 0, lo cual es
légico —aunque no inmediato de probar—, pues indica cémo varia v,
al hacer una traslacién horizontal, y c6mo no varia en esas condiciones,
es ds v, = 0. Queda dc v, que es biinvariante sobre el grupo de Lie,
Yy se prueba que puede por tanto expresarse como

de Yo = dy 11
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siendo vy, una forma pura de bigrado (2, m — 2) tal que
de ¥, =0

,Qué ocurre con d¢ v,? A su vez, existe vy, de bigrado (4, m — 4),
tal que dc v, = dr vs. Asi, sucesivamente, se obtiene

doYo=dsy:r , daYo=0
deyy=dry, , dpy;, =20

o .. s

Y,
dc. Yi—y = O N dB Yi—1 =

Para ello, ha de ser m = 2k, y es dc yi—, de bigrado (2F, 0).

Sea
C= (1) yg—y 4+ ...~ 711+ Yo

Es
dC = (—1)e do vy
como facilmente se prueba

Se puede hacer de modo invariante. v, es invariante, pues « es bi-
invariante. vy, . . ., vi—; son invariantes por las operaciones del grupo G
y se acaba el proceso en una forma horizontal invariante. Ese proceso
conocido en Topologia algebraica, es la fransgresion. Cada vez que ha-
cemos, pues, dg{ ). es lo mismo que o A{ )y de( ) es lo mismo que
pasar las o a Q.

Cada cociclo caracteristico del e. f. p. (—1)%—* dc yx—, se obtiene ¢
partir de un cociclo biinvariante. Eso lo hizo Chern [1], [2] en un caso
particular al estudiar el problema de Gauss-Bonnet. Tenia que conside-
rar el caso G = S0(2n), pues tenia una variedad Rienmanniana orien-
table, es decir, que admitia una reduccion el grupo del tangente a S0(2n),
y hay una forma biinvariante que sdlo existe en el caso de dimension
par, el cociclo de Euler, ¢l cual es descrito por Chern, y a parlir de él hace
construcciones no del todo claras. obteniendo el cociclo caracteristico
correspondiente (forma de Euler sobre la variedad) y obtiene la férmula

dC = (—1)F—=* de Yk—

No se conocia entonces (1944-45) la transgresion ni la sucesion es-
pectral. La idea, muy buena, es simplemente bajar un cociclo del grupo
de Lie a un cociclo de la base, bajando los grados como hemos hecho
en el caso general.

Nota.—Esas construcciones pueden hacerse andlogamente en el
caso complejo.

Hemos desarrollado el siguiente proceso: Dada una forma biinva-
riante, es decir, una forma multilineal alternada sobre L(G), que es inva-
riante por la transformacién ad, se define a partir de ella una forma v,
sobre P, de modo que

Yo Xy oo Xm) = a ((X)*, oo (v X))
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§4. EJEMPLOS.

A) Primer ejemplo.

El ejemplo mas sencillo es con G = U(n) (con G = 0(n) es mas com-
plicado), Entonces es L(G) el conjunto de matrices antihermiticas y la
transformacion adjunta, dada una matriz U e U(n) es

(@ U)A =UAU , AceL(G)

Como por definicién de U(n), {U = U—, esa transformacién deja inva-
riante L{G) y el corchete es el conmutador de las matrices. Queremos
hallar la forma lineal biinvariante mads sencilla sobre L(G) (invariante
por ad). Se prueba facilmente que la unica con esas condiciones es la
traza, es decir

a(A) = Tr A

(salvo un coeficiente). Para ello se diagonaliza la matriz, resultando,
por ser antihermitica, elementos imaginarios puros. Se toma, adema4s,
la normalizada, real

1
Tr A

afA) =
2wi

Dado un e. f. p. de grupo estructural U(n) se toma

1
To(X) = (v X) =

Tr o(X)
wi

siendo  la 1-forma de la conexion sobre el e. f. p. con valores en L{G),
es decir, que

1
Tr o

Yo =
2ni
que es una forma sobre el e. f. p., definida a partir de «, y que es pura
de bigrado (0, m). Es decir. se intenta bajar el grado sobre la fibra y aumen-
tar el grado sobre ‘a base, de modo que a partir de un cociclo (de una
clase de cohomologia) del grupo, se obtiene un cociclo (clase de cohomo-
logia) de la base. A esa operacion se le llama la ifransgresion.

Ya que yo = {12 = i) Tr o, es dr v, = 0, pues « es biinvariante
sobre G, y es, por tanto, do = 0. Es mds dificil de probar que ds v, = 0,
pero intuitivamente se ve que ha de ocurrir. Queda s6lo dc v,, de bigrado
(2, m — 1). Se sigue el proceso anterior, obteniendo v, vq, . . ., Yh—1,
C = (—1)kt y—y + .

Es

Clr =Yolr =«

(F es la fibra) las demés dan cero, y

dC = (—1)*—1de¢ yk—, de bigrado (2k, 0)
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En nuestro caso s6lo hay k¥ = 1, y es

Tr Q

de ve = ~Trdc o =

2w 2mi

que es la primera forma de Chern, la cual da la primera clase de Chern
del tipo e. f. p. con grupo U(n), o del espacio fibrado vectorial complejo
asociado.

B) Segundo ejemplo.

La dimension siguiente para o es 3. Dado un grupo de Lie G, de
algebra de Lie L(G), se define una forma candnica bilineal simétrica
sobre L{G), b, tal que

b(X, Y) = Tr(ad X - ad Y) X, Y e L(G)

adX es un endomorfismo del dlgebra de Lie L(G); es adX - Z = [X, Z].
adY es un endomorfismo, pero actua el grupo sobre ¢l algebra.
Se toma ahora la forma «, tal que

«X, Y, Z) = b ([X, Y], Z)
y se prueba facilmente que:

1) « es trilineal antisimétrica.

2) « es invariante por ad (si G es conexo), luego considerada como
forma diferencial sobre G es biinvariante, de donde da = 0.

3) Si G es semisimple (e incluso en el caso G = U(n) ) es o £ 0. (Teo-
rema conocido ya por E. Cartan: Si un grupo de Lie compacto es
simple, la cohomologia de grado 3 no es cero. pues existe una clase
de H3(G) definida por esa forma.)

Ahora es 2k —1 = 3, 0 sea k = 2. Tenemos, pues, v, ¥ v: y dando
una conexién en el fibrado puede verse lo que ocurre.

C) Tercer ejemplo.

El trabajo de Chern [1] sobre el teorema de Gauss-Bonnet, se en-
tiende mejor con estos fundamentos. Antes era algo oscuro.

Sea P un e. £. p. de grupo SO(n). Sea (e;, . . ., ex) la base natural de R~,
y sea e, el ultimo elemento de la base. Si g € SO(n), es g + en € Sn—1,

Se considera que P es el e. f. p. de referencias de un espacio fibrado
vectorial real E de rango n, con métrica euclidiana y orientado. Es de-
¢cir, si y € P —como la fibra tipo de F es Bn—, es y un isomorfismo

y:Rn

— Eg

que conserva la métrica, y Py es el conjunto de esos isomorfismos sobre z.
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S
P
/i
A

Dado ¢, sus imagenes y - e, definen en E un subfibrado S (por esfe-
ras unitarias). Ademads, se obtiene asi una aplicacion fibrada o, tal que
la imagen reciproca de y - e, es una clase moédulo SO(n — 1). Si son

t:P—»V v #/:8 sV

las proyecciones. el diagrama
¥
P ———= 5
n\ /1
4: v

Eso da una aplicacién natural
¢ : G = 50(n) ——— Sn—1

gy—>4g " ¢én

es conmutativo.

Consideramos una forma diferencial exterior de grado n — 1 sobre
la esfera Sn—, de volumen, v (es decir, dado el espacio tangente en un
punto a Sn—! con la estructura euclidiana inducida de la del espacio
ambiente y dadas coordenadas z?, ... zn—, es

v=dz* A ... A\ dxn—?

v es una forma invariante por las transformaciones del grupo de rota-
ciones,.es decir, que ¢*v define una forma diferencial exterior sobre
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80(n) invariante, la cual se elige como o, y a partir de ella se define v,
de grado n — 1 sobre P (dotado de una conexidn).

Dada la forma de conexion —con valores en el 4lgebra de Lie de
S$0(n), es decir, en el 4dlgebra de matrices reales antisimétricas—, es del
tipo

1
0 w 1
w
2 n
2
w
; 0
p n-1
(2]
wn :
0 0

donde cada componente es una forma ordinaria con valores reales y pue-
de probarse que

Yo= 0 A @A ... A ot

la cual se puede normalizar usando una forma de volumen, tal que
de vol Sn—! = 1, y es asi:
1
Yo = ———— o

- ANof Ao Aol
coefic.

Ha de ser n = 2k. Si no es par, no llegamos a una forma que nos dé un
cociclo bdsico. Para més detalles (con otro enfoque) ver Chern [1], [2].
Es dc vn— 1a forma de Euler (0 de Gauss-Bonnel) y es

dc yr—y = coefic. Pf(Q)

donde Pf(Q) es el Pfaffiano (ver Greub ef al. [4]), lo cual define la clase
de Euler. Chern prueba el teorema de Gauss-Bonnet, asi: Sea £ = a Pf(Q)
(de grado 2Fk) la clase de Euler. En el e. f. p. P es ¢ = dC, donde Cesta L
construido con vy, ¥4, . - ., Yk—;. En P es e un cociclo, y usando Stokes,
y ¢ = dc, se llega a probar el teorema.

§6. LA TRANSGRESION Y LA SUCESION ESPECTRAL,

La transgresion es el concepto méas importante en el estudio de la
cohomologia de un e. f. p. En general —en Topologia algebraica— se
describe de tres modos equivalentes:

1.0 Dado un espacio fibrado (E, =, B, F) (donde E, B, F son espa-
cios topologicos) se considera una teoria de cohomologia, con cocadenas,
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por ejemplo, la cohomologia singular. Se define entonces una cocadena c de
transgresion relativa @ x £ B, como una cocadena tal que

i) ¢ /Fz es un cociclo.
ii) d¢ = n*a, donde a es una cocadena de la base.

Asi, el cociclo ¢ pertenece a una clase kh ¢ Hn(F); es a un cociclo que
define una clase h’ e Hn+1B). Entonces la cocadena de ifransgresion
hace corresponder a una clase de cohomologia de la fibra, una de la
base. Como, en general, no hay elemento a, y aun habiéndola no hay
unicidad, la transgresién debe definirse como una aplicacion

t: T ——> H*(B)/x
n
H*(F)

del subconjunto de H*(F) de cocadenas iransgresivas T = {¢/d a. dc =
= w*a} en un cociente de la cohomologia de la base.

2.2 Debido a Serre [8].

Se considera la cohomologia relativa H*(E; Fz). Sabemos que entre
la aplicacion natural coborde, 8 y dado

3 T
H*(Fz) —— H*(E; Fq) «

H*(B)

si se da una clase en H*(Fz), puede ocurrir que su imagen, mediante 8§,
no corresponda a ningun elemento imagen de uno mediante =*. Hemos,
pues, de tomar intersecciones de imagenes; y como ademas no es inyec-
tiva, se han de tomar cocientes.

3.9 Con la sucesion especiral del fibrado.
Es la mas util. Veadmoslo con nuestra filtracion
A = A"D A'D A?D A3D ..,

donde A es el algebra de f. d. e. sobre el e. f. p. P y la diferencial es la
diferencial exterior. Sabemos que para obtener la sucesiéon espectral
de Leray [b] asociada se consideran los

Ef = Cp/(Cf_l + BP ')

r—i
donde
CP = {a e Ap/da e Ap+T}

BP — d gp—r+?
r r—



y ocurre que la restriccion de esa diferencial define una diferencial dr
sobre el cociente

EP
de modo que la cohomologia de
Er = ® E?
p

es
H*(Er) = Ert+,

¥, ademads, no es hasta el infinito, pues la filtracion es limitada. El espe-
cial interés de la sucesion espectral es que si A es el dlgebra de cocadenas
de un fibrado, con una filtracién adecuada es

E, = H* (B; H*(F))

es decir
’ E,¢ = H p (B; HY(F))

E_, es «asi» H*(e)

En nuestro caso, como hay una aplicacion fibrada se aplica la su-
cesion espectral del fibrado (P, =, v) en la del fibrado por esferas (S,
n’, v). En los fibrados por esferas la sucesion esp. degenera en la de
Gysin, y la imagen de la clase de Gysin-Thom es la clase de Euler.

S0 (n) —= P ¥ s

En cuanto a la transgresion, se prueba que se tiene, siendo B simple-
mente con eso,

Eg m, = Ho (B; Hn(F)) = Hm(F) DEom D Epm D, ., D E} ™

Am

Hm+YB) ——sEM+1°
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Yy es dm la transgresion, la cual puede representarse, como es habitual,
mediante el esquema siguiente:

gd |

0,3
% |
0,2
g% |
01
En -.\

Y
-

1 20 30 gh0 50
S N - -5
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