
- 45-

DE
FINITO

NOTA SOBRE EL SUBGRUPO
DESKINS DE, UN GRUPO

por

MIGUEL TORRES IGLESIAS

En [1] W. E. Deskins asoció a todo grupo finito G un cierto subgrupo,
que denotaremos por W*(G), deñmdo del modo siguiente.

En primer lugar, se considera para cada primo p, divisor del orden
del grupo, la intersección Wp(Gl de todos los subgrupos maximales de G
de índice primo con p. Se define a continuación W*(G) como <'1 producto
de todos los Wp(G) con p divisor del orden de G.

Resulta que Wp(G) contiene al p-subgrupo normal máximo Op(G)
de G y que el cociente (j)p(G)jOp(G) coincide con el subgrupo de Frattini
w(GjOp(G)) del cociente GjOp(G). Por lo tanto, el subgrupo de Fitting
F(G) de G está contenido en W*(G), siendo éste un subgrupo caracterís
tico metamlpotente de G. (Cr. [1].)

Damos en esta breve nota algunas propiedades del subgrupo W*(G),
en especial referentes a cíertas analogías con Jos subgrupos de Fraltiní
y de FItting.

Teorema 1. Para todo grupo finíto G, W*(G)jF(G)) <; W(GjF(.)).
Demostración: Sea x E Wp(G) y e el homomorfismo natural de G

sobre GjF(G). Si x e <t (GjF(G)) entonces G contiene un subgrupo maxi
mal M tal que:

i) x <t M.
ii) F(G) f; M.

Si recordamos que Op(G) es el p-subgrupo de Sylow de Wp(G) y que
W(G(Op(G)) = Wp(G) (Op(G), se tiene que x está contenído en todo sub
grupo maximal de G que contiene a Op(G). Pero Op(G) f; F(G); por Jo
tanto, se sigue que x está en todo subgrupo maximal de G que contiene
a F(G). De ahí que x E W(GjF(G)). Como todo (Wp(G)) e está contenido
en w(GjF(G)) queda probado el teorema.

Suponer que H es un subgrupo normal de G y que contiene a W*(G),
de tal modo que HjW*(G) es nilpotente, entonces H es un grupo metaníl
potente; en efecto, HjF(G)(w*(G)jF(G) es nípotente, por lo que tambíén
lo es su imagen homomorfa:

(HjF(G)) w(GjF(G))jw(GjF(G))
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Por las bien conocidas propiedades del subgrupo de Frattini se deduce
que el grupo (HjF(G)) ([>(GjF(G)) es nilpotente, de ahí que lo sea HjF(G),
con lo que H resulta ser metanilpotente.

Poniendo H = G en lo anterior. se obtiene inmediatamente:

Corolario 1 (Deskins). G es metanilpotente si y solo si Gj([>*(G)
es nilpotente. (Cí. [1] punto 1.3.)

Poniendo H tal que Hj([>*(G) = F(Gj([>*(G)), con G finito cualquiera,
y recordando que F .(G) es el subgrupo metanHpotente normal máximo
de G, o sea el dado por F.(G)jF(G) = F(GjF(G)), se tiene

Corolario 2. Para todo grupo finito G, F.(G)j([>*(G) = F(Gj([>*(G)).
Algunas de las propiedades elementales del subgrupo de Frattini,

como las expuestas en el párrafo 3 del capítulo III de [2], tienen su con
trapartida para el subgrupo ([>*(G); no son ciertas, sin embargo, otras.
Veamos algunos casos en ambas situaciones.

Lema. Si N Y U son subgrupos normales de G y N S ([>p(U). se
tiene N S ([>p(G).

Demostración: Suponer que N no está contenido en ([>p(G); entonces
existe un subgrupo maximal V de G de indice primo con p y que no
contiene a N; resulta G = NV y como N S U, puede ponerse:

U = U n NV = N(U n V) = ([>p(U) (U n V)
U jOp(U) = ([>(U jOp(U)) [(U n V)Op(U)¡Op(U)]

entonces (U n V) Op(U) = U; U S. VOp(U) = V, de donde N <; V;
contradicción.

Proposición 1. Si M es un subgrupo normal de G, entonces ([>*(M) <;
([>*(G).

Demostración: Basta tomar en el lema anterior N = ([>p(M) Y U = M.
Notar que, sin embargo, M subgrupo de G no implica que ([>*(M) <

<;; ([>*(G); basta tomar G = A(, grupo alternado de grado 4 y M uno
de sus 3-subgrupos de Sylow. Ocurre que ([>*(G) = F(G):::::: C. x C.
y ([>*(M) = M ~ Cs'

Proposición 2. Si N es un subgrupo normal de G, se tiene ([>*(G)NjN
está contenido en ([>*(GjN).

Demostración: Basta probar que para todo p primo dividiendo al
orden de G, se verifica ([>p(G) N jN S ([>p(GjN).

Hay que notar, sin embargo, que la igualdad no es cierta, incluso
cuando N está contenido en ([>*(G) (cfr. caso del subgrupo de Frattini).
En efecto, de la igualdad:

([>*(G)jF(G) = ([>*(GfF(G))

se seguiría ([>*(G) 2 F.(G), puesto que ([>*(G¡F(G)) 2 F(GjF(G)) =
= F.(G)jF(G). Pero ([>*(G) es un subgrupo normal de G y metanilpo
tente; por lo tanto

([>*(G) = F .(G)
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Tomando G resoluble de longitud de Fitting 3 se alcanza una contra
dicción, pues Fa(G)/(I)*(G) seria un subgrupo normal no trivial y níl
potente de G/(I)*(G) y por tanto Fa(G) (= F 2(G)) sería metanilpotente.

No es cierto tampoco que si p es divisor primo del orden de (I)*(G),
se tenga que p divide asimismo al orden de G/(I)*(G).

Sin embargo, es cierta la proposición.

Propoeieién 3. Dados dos grupos finitos, G y H, cualesquiera,
(I)*(G X H) es isomorfo a (I)*(G) X (I)*(H).

Demostraci6n. Utilizando los mismos argumentos de la demostra
ción del resultado análogo para el subgrupo de Frattini, se llega a (l)p(G X
X H) =:::. (l)p(G) X (l)p(H) para todo p. A partir de aquí basta aplicar la
definición de (1) *.

Por analogía al teorema de Wielandt: G es nilpotente si y solo si
G' !;;; (I)(G), cabría preguntarse:

¿Es cierto que G' _~ (I)(G) si y solo si G es metanilpotente?

Es inmediato a partir del antedicho resultado de Wielandt y del
teorema 1, que G' ..f; (I)*(G) implica G metanilpotente; pero el recíproco
no es cierto. Tomar A isomorfo a Cs, B isomorfo a C, (grupos cíclicos
de orden 3 y 5, respectivamente) y C isomorfo a Q. grupo cuaternario
de orden 8; si G = (A x B) ~ C (producto orlado) y en virtud de las
primeras propiedades de este producto se tiene:

F(G) = Os(G) X 05(G) Y 02(G) = 1

con lo que (l)2(G) = (I)(G) está contenido en F(G). Pero G/Os(G) .::::: B ~ C.
con lo que (l)s(G)/Oa(G) = (I)(G{Oa(G)) está contenido en F(G/Os(G))
= Os(G/Oa(G)); análogamente intercambiando los papeles de 3 y 5. De
todo ello se deduce que (l)p(G) está contenido en F(G) para todo divisor
primo del orden de Gi luego (I)*(G) = F(G). Ahora bien, el cociente
G/(I)*(G) es isomorfo al grupo cuaternio de orden 8, no abeliano, por
tanto G es metanilpotente, peroG' no está contenido en (I)*(G).

Ocurre que la clase de los grupos finitos, tales que G' está contenido
en (I)*(G) es intermedia entre la de los grupos nilpotentes-por-abeliano
y la de los metanilpotentes, no coincidiendo con ninguna de ellas, como
se deduce del ejemplo anterior y de la observación del grupo H = B ( C,
con B y C, como en el ejemplo anterior.

Recordemos que en un grupo finito G cualquiera se define Fr(G), de
modo que F ¡(G) = F(G) y recurrentemente Fr(G)/Fr-¡(G) =F(G/Fr-¡(G))
para r > 1. Si G es resoluble, existe un r tal que Fr(G) = G, llamándose
longitud de Fitting de G al menor de tales r; se denotará por I(G).

Análogamente, se puede definir (1)* ¡(G) = (I)*(G) Y (1)* r(G) /(1)* r-¡(G) =
(I)"*(G/(I)*r-¡(G)) para r > 1. Se obtiene así una serie caracteristica

Lema. Para todo r ;;;. 1, se tiene Fr(G) ~ (I)*r(G).
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Demostración (inducción sobre r): El resultado es cierto para r = 1
por definición de «l*(G). Suponer que Fr(G) e; «l*r(G), considerar los
homomorfismos

f} : G 4 GjFr(G)

y
\ji : GjFr(G) .; Gj«l*r(G)

de modo que f} y f}\ji son los homomorfismos naturales, entonces

(Fr+ 1(G)) f} = F(GjFr(G)) Y (Fr+ 1(G)) f}\ji = Fr+ 1(G) «l*r(G)j«l*r(G)

y como \ji es un epimorfismo (F(GjFr)) \ji está contenido en F(Gj«l*r(G);
por lo que Fr-f-1(G) «l*r(G)j«l*r(G) e; F(Gj<I>*r(G)) e; «l*(Gj«l*r(G)) =

= <I>*r+¡(G)j«l*r(G) y de ahi que Fr+ 1(G) está contenido en «l*r+l(G) .
. De todo lo anterior se deduce que si G es resoluble, existe un n ;> 1,

tal que <I>*n(G) = G; podemos llamar *-longitud de G al menor de
tales n y denotar dicho número por A(G).

Proposición 4. Para todo grupo finito resoluble G, se tiene l(G) =
= A(G).

Demostración (inducción sobre A(G)): Notar, en primer lugar, que si
G = «l*(G), en virtud del teorema 1, se tendria G = F(G). Por tanto,
A(G) = 1 si y solo si l(G) = 1. Por el corolario 2 podemos poner:

F 2(G)j<I>*(G) = F(Gj<I>*(G)) (1)

y si recordamos la construcción de la serie de Fitting y la de los sub
grupos «l*r(G), se tiene:

A(Gj«l*(G)) = A(G) - 1, por definición

l(G{«l*(G)) = I(G) - 1, en virtud de la igualdad (1) de arriba, la hipó
tesis inductiva nos dice que A(Gj<I>*(G)) = l(G{«l*(G)) por lo que A(G) =

= l(G).

El autor desea agradecer al profesor W. E. Deskins la sugerencia de
algunos de los puntos aquí tratados.
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