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CONSTRUCCION DEL CUERPO DE LOS NUME-

ROS REALES A PARTIR DE LAS SUCESIONES

DECIMALES (TAMBIEN LLAMADOS DESARRO-
LLOS DECIMALES)

por

Juan Luts SANCHEZ GONZALEZ

INTRODUCCION

El esquema de este trabajo es el siguiente: a partir del anillo de los
numeros decimales y de la topologia ordinama en este conjunto se de-
finen las sucesiones decimales como un tipo muy particular de sucesiones
de Cauchy de numeros decimales. Se demuestra la existencia de una
aplicacién que llamamos de decimalizaciéon que transforma sucesiones
de Cauchy (de numero= decimales) en sucesiones decimales. Finalmente
se prueba que el conjunto de las sucesiones decimales es cuerpo y es,
por definicion, el cuerpo de los niimeros reales. Se identifica asi el na-
mero real con la sucesi6én decimal univocamente determinada por él

Sea Z el anillo de los niimeros enteros. Sea S = {107 |n > 0, n € Z},
que es subconjunto multiplicativamente cerrado de Z. El anillo de frac-
ciones S—1! Z es, por definicion, el anillo de los nimeros decimales, que
designaremos por D.

Definicion 1. Seaz € D, diremos que z es positivo si

p
10n

xr =

siendo p un entexo posittivo.
Es claro que esta definicion no depende del representante elegido.

Definiciéon 2. Siz,yeD,z <y <> y-—azespositivobz =y
Es trivial que < es una relacién de ord en total en D. Escribiremos z < y
cuando z < yyzTs£y.

Sea

B={Bn]neZ}
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tal que

1 1
<zr<
10n 10n

Bn= reD

Asi, B es un sistema fundamental de entornos del 0: U es entorno del
cero si U D Bp para algin n entero. V esentornode zsiV = U 4 =,
donde U es entorno del cero.

Asi, D es un espacio topologico. Llamaremos D+ los decimales po-
sitivos.

Definicion 3. Una sucesién de numeros decimales (no confundir
con sucesion decimal, que se definira luego} es una aplicacién de N en B.

Escribiremos a, en lugar de a(n) para cada n e N.

Escribiremos (dn)neN, 0 simplemente (an), para designar Ja suce-
sién a.

Llamaremos A al conjunto de todas las sucesiones de ntmeros de-

cimales, que es un anillo conmutativo con elemento unidad, con las
operaciones usuales:

{an) + (bn) = (an + bn)
{an) - (bn) = (an - bn)

Un utensilio importante en este trabajo es el uso de la funcién «parte
entera de», que se define de la manera siguiente:

Definicién 4. Consideremos:
[1: D —sZ

Si z € D, se define:
[z] = max{a]a <z}

acZ

Una relacién muy amplia de las propiedades de esta aplicacién puede
verse en An Iniroduction fo the theory of Numbers, de Niven & Buc-
kermann, pag. 78.

Aquf s6lo enunciaremos las que vamos a utilizar:

4.1, VzeDes[z] <z < [x] + 1.

42. Vz,yeDes[z] + [y] <[z +y) <[z] + [y] + 1.
z [x]

43. YVzeD, VmeZ+t+ es[——] = [—-—-—]
m m

44. VYz,yeDtes{z—y] <[z} —[y] <lz— y] + 1.

45, Va,yeDteslz] -[y] < [=z-y].

que damos sin demostracion.
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Definicion 6. Una sucesion decimal positiva (s. d. p.) es una sucesiéon
(an) de numeros decimales. que satisface los siguientes axiomas:

5.1. an10n e Z+ U {0}, Y neNy3m,tal que an 5% 0.
5.2, [#n4.10n] = an 107, ¥V n € N.

5.3. No existe p e N, tal que apys 10P+s = gp 10P+s 4 105 — 1,
Vs>l

Una sucesidn decimal negaliva es la opuesta de una sucesiOn decimal
positiva.

La sucesion cero es, por definicién, una sucesién decimal. l.as con-
diciones 5.1 y 5.2 son de fécil interpretacién. Con la 5.3. expresamos la
imposibilidad de gue una sucesién decimal sea tal, qué a partir de un
lugar en adelante, sean todos nueves, y su necesidad esta justificada por
la unicidad que queremos encontrar de la aplicacién d, que luego de-
finiremos.

Proposicién 6. Si (an) s s. d. p., se verifica que:
lam 10n] = an 102 , Vm > n

En efecto: Seam = n 4+ r, r > 0. Lo demostraremos por induccioén
sobre r. Para r = 0 es cierto por 5.1 y para r = 1 también por 5.2. Su-
pongamos que es cierto para r -— 1, es decir:

[an+r— 107] = ap 107

Entonces:

4.3 [an+r 10n+r_1] 5.2 an4-r—y * 10n+r—1
[an4r 10r] =
10r—1 10—

= [an+r—; 10n] = a, 107 3¢

Definicién 7. Una sucesién (an) € A se dice de Cauchy si
VneZ iAmpeN, tal que ap —aq € Bn, V p, g > map.

Proposicién 8. Toda sucesiéon decimal es de Cauchy. En efecto:
VYneZ,Amp = max {0, n}ttalquesip > g > mp es: (ap — dq) 109 =
= dp 104 — aq 10¢ = [ap 109] + a’p — aq 109, donde a’p € B, y por
la prop. 6 .

= dq 10q+a'p——aq 10‘1=a'peB0:>ap—~aqe BDT—‘quBn B

10¢

Proposicién 9. El conjunto de todas las sucesiones de Cauchy Ac
es un subanillo del aniillo A.

a) Sean (an), {bn) € Ac.
Dado n + 1,

I mn4y talque ap — dqg € Bat, Y p. ¢ > mny,y
I mpyy tal que bp — bg € Bpty, VP, ¢ > mny,
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luego, ¥V n € Z, 3 m"”p = max {mpy, Mn4.}, tal que:

{ap — bp) — (ag — bq) = (ap — aq) + {bg — bp) € Bn4, +
+ Brn+: €Ba, Vp, ¢ >m'"n

b) Seanrystiales que an € Bry bnp € Bs, ¥V n € N. La existencia
de r y s estd asegurada, pues toda suc. de Cauchy estd acotada.

Dadon—s + 1,3mp—s+ 4, tal que dp — dqg € Bp—s+4, VY P, 4 > Mp—sy.

Dadon-—r + 1,3 mp—rt,, tal que bp — bg € Bpr1, V p, q >
> Mp—rtq.

Luego: VYV neZ,3 m’n = max {Mp—s41, M'n—r+.1}, tal que
tp bp —aqbq = ap (bp — bg) — bg (ap — aq) € Br* Bp—r41 + Bs* Bu—s+2
CBurVp,g>min

Es trivial que la sucesi6n unidad es de Cauchy. #

Definicién 10. Una sucesion (a,) € A diremos que es nula siVn € Z,
3 mp € N, tal que ap € Bp, para todo p > mn.

Proposicion 11. El conjunto M, de todas las sucesiones nulas es
un ideal del anillo A..

La demostracion es andloga a la de la prop. 9, por lo que la omi-
timos 4. -

.

Definicion 12. Una sucesion (a,) e A se dice que tiene limite o e D,
o que converge hacia a, y se escribe

lim (an) = a

si {(an) — (a) € M,, entendiendo por (a) la sucesién constante que aplica
cadan e N en a € D.

Proposicion 13. El conjunto A. de todas las sucesiones que poseen
limite es un subanillo de A, y ademas

lim: A, —— D

es homomorfismo sobre de anillos.

En cfecto:
a) Um (an) = a <= {an) — {(¢) e M, C Ac = (@) — (@) +
(a) € Ac + (a) = (an) € A¢
b) lim (an) = «a (an) -— (a) € M,

=> (an + bn) —(a + b} e M,

<
Lm (bn) = b (bn) — (b) & M,

c) (an-bn)—{(a-b) =an (bn—0b) + b (an —a) e M, =>
= lim (an - bn) = ab.

d) Trivialmente, lim es sobre 4.
Proposiciéon 14. La correspondencia j : B ——— Ap definida por

(@) = (2a)
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donde
[z 10n]
2y = ————— , ¥ nekl,
10n
es una aplicacién inyectiva. Ap es el conjunto de todas las sucesiones
decimales (def. 5). d4f
Proposicién 15. La aplicacion d : A ——— Ap definida por
d=j-lim
verifica que:
(an) — d (an) € M, 3
Nuestro propo6sito es encontrar una extension de d, que Hamaremos
con el mismo nombre, que se aplique a todos los elementos de A y sa-
tisfaga (an) — d (an) € M,.
Teorema 16 (fundamental).

Para cada sucesién (ap) € Ac, existe una unica sucesién d{an) € Ap,
tal que (an) — d(an) € M,
La demostracion de este teorema la haremos a través de 4 lemas.

Lema 17.

Sea (an) € Ac, monodtona, no decreciente, y de términos todos posi-
tivos. Entonces:

YneN,3uneN
tal que
lap 10n] = [dp 107], ¥V p, ¢ > pn
En efecto: Dado n € Z, 3 mp € N, tal que
1
0 <ap—am,,<——,Vp > mp
10n
Entonces:
dp 10n = amn 10n -+ £p

donde
0<ep<l,Yp >mn

=> [ap 107] = [am, 107 + ep] < [dm,107] + 1,V p > ma
por otra parte am, < dp => [dm, 107] < [ap 10]n

= [a@m, 107] < [ap 107] < [dm, 10n] 41,V p > mn



y si llamamos

Mp ={peN|[ap 10n] = [am, 10n]}
M'n ={p eN | [ap 10n] = [@m, 107] 4 1}
es claro que ¥ p > my se tiene p € My, U M.

a) 8iM'n = @, se define pn
y se verifica que:

min Mp, que, evidentemente, existe

Y Ppsq > pnes [ap 100] = [aq 107],
b) SiM’ns4 ¢ se define pp

min M’p y se verifica:
Y P, q > pnes [ap 107] = [aq 10n] = [ay_n 107] = [@m, 107] + 1

Nota: Obsérvese que de la definicién de p se deduce:

P >4 <> yup > g
Lema 18.

Sea (dn) € A¢, monodtona, no creciente, y de términos todos positivos.
Entonces:

YVneN,3pyneN
tal que

lap 10n] = [ag 107] , ¥ p, ¢ > gn

La demostracién es andloga al lema 17, pero ahora:

M'n = {p eN | [ap 10n] = [dpm, 107] — 1}

y ademas
amn 107 = ap 10n + €p
donde
0 < ep < 1. EeS
Lema 19.

Sea (an) € Ac — A.. Existe una subsucesion de (a,) que es monétona
y de términos todos positivos o todos negativos.

Nota: El resultado sigue siendo valido si (an) e Ay, pero en este caso
ya conocemos la definicion de d(an).

Demaostracién.

Llamamos

An ={peN|an < ap}
VneN
An={peN|ap < an}
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Estrivial que Vn e Nes A, U A’y = N, luego Ap 0 A’, son infinitos,
Sean:
Me == {n e N | Ap es infinito}

M’y = {n € N | A’y es infinito}

M, 0 M’; son infinitos, pues si ambos fuesen finitos, 3 m e N tal que
m ¢ Mg U M’ vy serian Ap y A’ finitos: contradiccion. Supongamos
que M, es infinito; en caso contrario seria M’y infinito y se procederia de
manera analoga.

Llamamos «; = min Mo que existe evidentemente; sea

M*s ={neMo|an < da, }
que supondremos, por el momento, que es finito; sea
M, = Mo — M*
y repitiendo el proceso obtenemos una sucesion de conjuntos disjuntos
M*o, M*y, ..., M*p, ...

definidos por:

M*p = }neMp|an < aqp, }
y que supondremos todos finitos, y otra sucesién de conjuntos

Mo MyD ....D Mp>2 ....
definidos recurrentemente por:

Mp = Mp—; — M"p—;

y donde:

f

ap min Mp — {ao, 003, ..., 0p—}, VD > 1
do = min M,

Con estas consideraciones se tiene, evidentemente, que:
Ao, Loy < oo en <a¢p Koo v

es una subsucesion monétona no decreciente de (an)..

Esta subsucesion, o tiene infinitos términos negativos, y entonces
es de términos fodos negativos, o tiene infinitos términos positivos, y
entonces tiene, a lo mas, un nuimero finito de términos negativos. Pres-
cindiendo de ellos se tiene una subsucesiéon de (a,), de términos todos
positivos, que llamaremos en lo suecesivo (a’'n).

Supongamos ahora que existe al menos un M*s, que es infinito, ¥
admitamos que s es minimo verificando tal condicién, es decir:

M*q, ..., M*s—, son finitos; M*s es infinito.
Entonces

3 «s = min Ms—{oto, Oy o v v 5 (13—1}
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Recordemos que M*s = {n € Ms | an < agg }, s decir, existen in-
finitos términos de la sucesién menores estrictamente que dq, y como
as € Ms © Mo, hay también infinitos términos mayores o iguales que dg,,
Probaremos que, en este caso (an) posee limite dag, CON 10 que quedard
concluida la prueba del lema 19.

.

Teniendo en cuenta estos resultados, se tiene:

YneZ, impelN

tal que
dp—age€By, V¥ p,qg>mp
y ademaés
APy, P > Mp
tales que

pr < Qag < Qpe
ap; — dpy € By
Entonces: ¥ I > mp se verifica
s ap; — al € Bn

| dpy — a1 € Bn

y por tanto:
1 1
Ops — <al< p, + —, V1 >mn
10n 10n
Finalmente:
1 1 1 1
Aoy — < Upy — < ai < apy + — < Qgg +
10n 10n 10n 10n

es decir: VI > mp es ai — g, € B, luego lim (an) = age . 3

Los lemas precedentes (17, 18 y 19) nos permiten dar una definicién
de d(an), para cada (aa) € Ac.

Si {an) € Av se define d(an) = (j-lim) (an) que, segin vimos, es suce-
sion decimal y satisface (an) — d(an) € Mo.

Supongamos, pues, que (a,) € Ac — Ar.

Por el lema 19 existe una subsucesion {a’s). monoétona; si es de tér-
minos todos posilivos, por el lema 17 6 18, existe pa. Entonces definimos:

[a’“n 107

dn = dlan) = d(a’n) = —————— , ¥ neN [
10n
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si se verifica 5.3 (5.1 y 5.2 se cumplen trivialmente). Si no se verifi-
ca 5.3, esto es, si

3 p € N, p minimo tal que: dpts 10P+s = dp 10p+s - 10s—1,V s > 1
entonces se define:

1
d’n=dn,vn <p’—*1,yd’n=dn+

Nn>p [2]

10n

que verifica trivialmente 5.1 y 5.3. Veamos que también verifica 5.2.
En efecto:

a) Sin + 1 < p— 1 se tiene:

[, 10n+3] 1
’ = on] =|—#rtr - q1pn
[@'n+,107] = [dn+, 107] [ PP 10 J

= {[a'ﬂn+110n+1] ] = [ a/(‘n+1 10+ * ]
i0 10

= [@yyy, 107] = [@'y, 107] = dn 107 = d’y 10P

b) Sin 4 1> p se tiene:

d'n4, 10n+1
5

dp 107+1 + 10743
—

[d'n+, 107]

1

dnyq 107+ 41 ]
B [ 10

] = [dp 10n + 10n—p] =

= [dp 107 + 1] == [dn 10n] = d’p 107
¢c) Sin+4+1=p

1
d'p 100—1] = |dp 1002 + —| = [dp 100—1] = dp—, 10p—1
P 10

1
([dp 10p—*+ ] = [dp 10p—1] + 1 contradice que p sea minimo)
10

Si fuese {(a’n) de términos negativos se definiria:
d{a’n) = — d(—a'p)
Por otra parte se tiene:

{an) — (@'n) eMo ¥y (a’n) — d(a’n) € Mo
luego

(an) —_ d(an) € Mo.
En efecto:

VYneZ 3mp= max {yn, n}



tal que Y p > mp es:
a’p 107 — d(a’p) 107 = a'p 100 — [a’y,, 107] = a’p 107 — [@yn 107] =

= apl0n—[a’p 107] <1 => a’p—d{a’p) € Bp.
\4 D > Mn.

Lo mismo si d esta definida por [2].

Falta, para concluir la demostracién del teorema, probar la unicidad.
Para ello probaremos el

Lema 20. Si(dn) € Ac es no nula, tiene infinitos términos positivos
y si (dn) v (d’n) son dos sucesiones decimales, tales que:

(an) —(dn) eMo ¥ ~{an) —(d'n) e Mo
entonces
(dn) = (d'n)-

En efecto: Se tiene que (dn) — (d’n) € Mo. Supongamos que (dn) #*
4 (d’n). Entonces existe r € N minimo, tal que dr % d’r. Supongamos
que dr > d’r. Entonces:

dr 107 > d’r 107

y por tanto:

dr 107 > d’r 107 4 1

Si fuese

dr 10r > d’p 10r 4+ 1
seria

dr 10r — d’7 107 > 1
y entoneces

Vs >0

seria

[dr+s 10r — d'r.}.s 10"] +1 > [dr-]—s 10"] —_— [d’r+s 108] = dr 107 — d/r 10"> 1
de donde
(dr4s — d'rqs) 100 > [(drds — d'r+5) 107 > 1, ¥ s >0

y finalmente
1

dris — d'r4s >
10r

contradiceiéon con (dp) — (d’n) € M,. Luego

dr 10r = d’r 107 4+ 1
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Por otra parte, vV s > 0, se tiene

d'rys 10T+ = (d'rgs 10r) 108 < ([d'rgs 107] 4 1) 105 = d’p 10r+s +
4+ 108 = dp 10745 < drys 107+s

Si3s > 0, tal que drts 107+8 > d'rys 10r+s -+ 1, se llega, como an-
tes, a contradiccion. luego

drys 10748 = d’py s 10r+s + 1, Vs > 0

Por ser (dn) s. d. p.esdrts > dr, Vs = 0.
Si fuese drys > drseria drys 10r+s > dr 107+s 4 1, Vs > 0, y entonces

d'r4s 107+8 = (d'r45107) 105 < ([d'r+5 10r] +1) 108 =d’y 10r+5 4108, V5 >0
d'rys 10r+s = drys 10745 —1 > dr 10r+s = d'r 10r+s 4 105, Centra-
diccion.

Luego

dr == dr-}_s, Y s }0

Finalmente:
&ris 10r+s=drLs 10r+5—1=d; 10r+s—1=d’r 10r+s+10s—1. V5> 0.

es decir (d’,) no verifica 5.3 y, por tanto, no es sucesién decimal contra
la hipotesis. Luego (dn) es Unica y queda probado el teorema. 4

Proposicién 21. Si {an). (bn) son sucesiones de Cauchy, se verifica
(an) — (bn) € MO
sl y solo si
(Z(an) = d(bn)
En efecto
=> De (an) — d(an) € Mo, (bn) _ d(bn) € Mo Y (lln) —_ (bn) € Mo 3e

deduce que d(an) — d(bn) € Mo, vy segun el lema 20, resulta: d(an) = d(bn).
<= trivial. 4

Proposicién 22. EIl conjunto Ap con las operaciones

{an) + (bn) = d (an + bn)
{a@n) « (bn) = d{an = bn)

es un anillo conmutativo con elemento unidad.
Probaremos las asociativas y la distributiva. Las demads son inme-
diatas.

a) d{(d{an + bn) + cn) = d(an + d(bn + cn)), ¥ (an), (bn}. (¢n) € Ao
d{an + bn) — (an + bn) + (cn + bn) — d (bn + cn) =
= d (an + bp) + ¢n — an — d (bn + cn) € Mo y por la prop. 21
resulta la prop. asociativa dec la suma.
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b) Basta considerar que:
d(an bn) *cn—anbnen + anbnen — an d (bpcn) =
= d {an bn) * ¢n — an d (bn ¢n) € My v por la prop. 21 resulla la
prop. asociativa del producto.

c) and{bn + cn) — an {bn + cn) + an bn + ancn — d (an bn) —
— d (an €n) = an d{(bn + en) — d (@tn bp) — d (an cn) € Mo, luego
por la proposicion 21 resulta la distributividad. 4

Proposicion 23. La aplicaciéon d : Ac —— Ap es homomorfismo de
anillos.

Es consecuencia inmediata de la prop. 21 y de ser:
{an) + (bn) — d (an) — d (bn) € Mo
(an) * (bn) — d (an) d (bn) = (an) (bn — d (bn)) + d(bn) (an — d (an)) € Mo
Es trivial que d (1) es la suc. decimal unidad. 4
La prop. 21 nos asegura que Ker d = Mo, y como d es sobre resul-
ta que

Ac/Ker ¢ = A»

Definicion 24. Un numero real es una sucesi6on decimal, Los nu-
meros reales tienen, pues, estructura de anillo conmutativo con unidad;
pero es mds, veamos que, ademas, forman un cuerpo.

Teorema 25. 81 (ap) € Ap y es positiva, existe otra (b;) € Ap tal
que {ap) (bp) = 1, sucesién decimal unidad.

Demosiracion.

i

Usaremos el algoritmo de la division en Z.
Como (an) es s. d. p., 3 r minimo, tal que ar % 0.

Definimos:
th=0,Y¥n=20,1,...,r—1
1 102n
Ch = —_— ,Vn >7T
107 | a, 107

a) (cn) € Ac. En efecto, sea ep,q = ¢p — ¢ ¥ €,p = Cq—Cq.
Sea !l = min {p, q} y I’ = max {p, ¢q}. Usaremos los dos siguientes
hechos, de fdcil comprobacion:

ap — aq € By (1]

3seN v dieN tal que ap ¢ Bs,Vp >1 2]
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Tomando entonces p, ¢ cualesquiera, con tal que
0:q9 > mp =max {n + 2r + 1, 1}
se tiene:

102p 10% 10%p+4¢
€p,q 10p+9 = IO‘T[ :|-—~ 10p { ] < [ _—
dap 10p Qaq 10¢ ap 10¢

1029 102%p+4¢ 102
— IOP[ ] < ——-————-——-—~10p[ } 41 =
aq 109 ap 10p aqg 109

—

10p+¢ 102¢
= 10p( —~[ D + 1<

ap 10p aq 104
e
] 10p+-4¢ 10%
< {10p ( — + 1)] 4+ 1=
ap 10p ag 104

[ {aqg — ap) 10%+p
= [10p ( + 1) +1 <
L ap 10p aq 107

teniendo en cuenta [1] y [2]:

1 -
-——— + 102¢+p
10! 10p+a+2r
< jior §f —m ——— + 1 +1=——-———-—-—+10pJ+1=
1 10!
» 10p+a
102

= [10p+e+eor—1 4 10p] + 1 = [10V+2r 4 10P] 4+ 1 < 10QV+2r+1

Por tanto:
10v+er+t 10+ 10w+l ]
S e 100 10t - 1om
Anilogamente
1
P S o
Luego

VvneZ,imp, = max {n 4+ 2r 4+ 1,1}, V¥Yp,q > m, es ¢cp— cq € By

luego (cn) es de Cauchy.
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b) 1 — (an) (en) € Mo. En efecto:

an 102n an + 102
<

10n 10n - ay 107

Qn Cn =
an 10n

es decir
1—{(an){en) >0 , Yuz=r

Por otra parte:
102n 102n 10%n
[ ]> on [—] >[( —1)] -
an 107 an 10n an 10n

= [107" — ay] > 107 — [ap] — 1

de donde

102n
"—an{ ]<—10”+[an]+1
an 10n

Como (an) es de Canduy, 3 u e N, tal que [an] + 1 < 104, y entonces

dap [ 10%p ]
100 Laptop |

1'—'ap6p=1-——

1 ( 10% ]) 1
— — {100 —a < (10P — 10P + [ap] + 1) =
10p i [ap 100 100 ol +1)

[ap] +1 10z 10u 1
<

< <— =
100 10 10™  10n

esdecir, VneZ,dm, = n + u, tal quev o > my esl —apcp € By,
luego 1 — (an) (en) € M. Llamando b, = d (cn), se tiene:

l—ap bp=1— and (¢cn) = 1 — an cn + an (cn — dlcn)) € Mo
y por la proposicion 21 es d(1) = d(an - by) = () * (bn). 4





