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NOTA SOBRE EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO
PARA UNA CIERTA CLASE DF. FUNCIONES

por

GoNzaLo Gonzatez pE Buitraco Diaz

Se trata en esta nota de oblener un afinamiento del teorema del
valor medio, para un tipo particular de funciones. Comenzaremos pro-
bando el siguiente lema:

Lema.—8i

z \n—1!
.€c>0,neN;wn>na}(——
2

Demosiracion:

z z|r x x \n—1 x \n—1
mn=——+———] > 2n (—— —_ =ni—1I.
2 2 2 2 2
Utilizando esta desigualdad podemos ahora obtener el resultado
antes indicado, que puede resumirse en el teorema siguiente:

Teorema. Sif es una funcién real no negativa, indefinidamente de-
rivable en un intervalo abierto I de R, que verifica las condiciones
f@ () > 0, vz eI, v n e N, entonces para cada par de puntos, a, b
de I, (a < b) se verifica

a-+b
f(b) — f(a) >(b—a)f’( 2 ),

o lo que es lo mismo (dado que f’ es creciente):
f(b) — f(a) = (b — a) f'(c)
donde

<ec<hb
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Demosiracién: Segun un conocido teorema debido a Bernstein, f(z)
es analitica en I, y para ¢ < z. = e I se verifica:

o0
109 (a)
— R — 13
() Z: —— (e —a
k=0

En particular,
(o6}

_ N e
() — o (b — a)
=0

Por el lema anterior, para &k > 1 se verifica:

) (a) fk) (a) b— aq\k—2
——— (b — a)k >———k(b—a)( ) =
k! k! 2
fiB) (a) [ b— a\h—t
= (b — a) ( )
(k— 1) 2
Dando a / los valores k = 1 ..., n, y sumando,
f'{a) "(a) fm(a)
(b —a) + b—a)2 +... + (b —ap >
11 21 n!
[la) {b-—a f®) (a) b—aq\n—1
>w—mbww% ( )+”.+ ( )}
1! 2 (n— 1)1 2
Cuando n — o se obtiene:
a-+b
f(b) — fla) = (b — a) f’( 2 ) e.q.d.
Aplicaciones
1) Si0 <z <y, entonces
z + y\n—1
ny — zjyn—t > yn —an > n(y—:v)( )
P2

resultado que mejora las desigualdades usuales:
n{y — z)yn—t > yn —an > nly — x) 20—
%) 8i f{z) = e se verifica

a -+ b

eb—et > (b—a)e 2 , (siendo a < b);
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poniendo, a = log n; b = log (n + 1); n € N; se obtiene:

n<4+1-—n n-+1 1

>l/n(n+1) <:>log( )<
n Van + 1)

n+1
log( —)
n

lo que permite escribir:

1 n+41 1
<log( )<
4

n+ 1 n nln + 1)

en lugar de las conocidas desigualdades

1 n41 1
<log( ><———
n+1 n n






