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Em [1], generalizando um conhecido resultado de Stone [2], mostra-
mos que todo anel de Boole B com unidade 1 é dlgebra de Boole para as
seguintes operagdes

e ANy =q@+y +zy (1]
gNy=(1+9(@=+y +ay [2]

onde ¢ é elemento fixo de B. Em particular, para ¢ = 0 obtém-se as
formulas de Stone.

O objetivo desta nota é demonstrar que nfio é possivel definir es-
trutura de dlgebra de Boole em um anel de Boole sem unidade. O que
faremos é mostrar que nfo é possivel definir no anel estrutura de reti-
culado com menor elemento.

Para tal, seja B anel de Boole sem unidade, e A uma lei de compo-
sicdo interna de B que serd tomada como operacéio da algebra de Boole
que fornece o infimo de dois quaisquer elementos de B. A mais geral
expressio para tal operagfio serd da forma

TANy=uazy +bx+cyt+4d,
onde a,b,c,d, sdo elementos fixos de B.

Indicando com O o zero de B, devemos ter 0 A 0 = 0, donde resulta
d = 0.

Além disso, deve existir em B un elemento p, que serd o maior ele-
mento da dlgebra, com a propriedade de ser ¢ A p=p A =z, para todo
z € B, e um elemento g, que serd o menor elemento da algebra, com a
propriedade de ser ¢ A\ ¢ = ¢ A & = ¢, para todo = € B. Entfo

0ANg =q=2¢ {3l
gqAN0 =g =10 [4]
OAp=0=c¢cp [8]
pANO=0=0bp [6]
pPAp=p=ap [7]
qgNg =q =aq [8]
pPANg =49 =apg + bp + ¢q {91
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Tendo em vista as [5], {6] e [7], da [9] resulta pg = 0. Além disso,

aNg=gq=uaq+ba+cq
gAa=4q=aqg + by + ca
donde, pelas [3], [4] e [8], resulta
ca = ba = q [10]

Por outro lado,
aAp=a=ap + ba + cq
e, pelas [3], [7] e [10], vem
a=p-+q
Finalmente, de

bANg=qg=abg + b+ cq
gNe=qg=uaq + bg+¢

e das [3], [4] e [8] e do fato de que todo anel de Boole é comutativo, vem

I

b == 0 = q
Em definitivo, deveriamos ter
zNy=(p + qazy + qz + y) [11]
Porém, como deve ser £ A\ =z = z, para todo z € B, resulta
z=(p + q=
que € possivel apenas no caso em que p -+ ¢ é unidade de B, o que é
contrario 4 hipétese. Em particular, se B tem unidade 1, a [11] coin-
cide com [1].
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