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DERIVADAS DEL ALGEBRA DE TENSORES

por

Jurio LEON ALVAREZ

INTRODUCCION

En nuestra Tesis Doctoral (1), a partir de un anillo A conmutativo
y con slemento unidad, se definia la derivada del A-mo6dulo M respecto
o en la direccién del A-vector x, Dy, como el conjunto de endomorfis-
mos aditivos de M y todos sus moédulos asociados gue verifique:

I) Dza = Xa,VaceA.
II) DglaK) =2¢ - K +a-DK.VKeM.
IIT) (Dz K)(Ky, ..., Kn) = Do(K(Ky, ..., Kp)) —
n
— K(Kl,..-,DxK:,...,Kn),VKzEMl'x
i=1

donde M/, es el médulo {, asociado a M.
En el dlgebra de los tensores de M se comprobaron las siguientes
propiedades de la derivada:

a) Dx(L®N)=DzL QN + L& D;N,LyN tensores de M
by Ds(c L) = ¢(Dz L), ¢ contraccion tensorial.

Partiendo de estos supuestos queremos encontrar, como particula-
rizaciones. las derivadas de l.ie y covariante del algebra de tensores,
cuando M = v{A) moédulo de los vectores de A (A-vectores). Que es el
caso de interés en la geometria de Variedades Diferenciables.

DErivabpa pE LIE

Sea, de acuerdo con lo anterior, v{A) el médulo de vectores de A, que
posee una base candnica o natural
12
{al;~--; 3n}, of =

o xt
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v la dual {dz?, ..., den}. La derivada de Lie del tensor (r, s) T del al-
gebra de tensores de v(A) se ohtendrd de
(La; T) (31'1, veey Oy d.’Efl, ey d:c!r) ==

= LJ:(T(ajl, P TYIR 7 17 L d]")) —_

8
—_— E T(ail,...,Lﬁaim,...,als,dwjl,.-.,da)']r)'——

m =1

r
—Z T (2 ..., 8w, dzit, ..., Ly doim, ..., dzir) 1
m=1

con Jas condiciones
Loty = Lo + Ly ; Liz,y] = [La, Lyl , Y 2, y € 0(A)

Los covectores de A, elementos del médulo dual v*(A) = L(v(A); A)
pueden definirse también a partir de elementos de A, puestoqueVa € A,
da e v*(A), que actuan sobre todo vector x segin da (z) = 2z a € A.

Sean « € v*(A), y € v(A), entonces segun [1]:

(Lz @) (y) = La{oly) ) — o (Lzy), (2]

nos da la derivada de Lie de «.
Puesto que Ly(dz/ (8,) ) = La 8/ = 0, segtin [2] sera

(Lz dzi) (&) 4+ dxi (Lz &) = 0 3]
Six = al g, de donde (2):
Lz dzi = 8;ai - dxl (4]
¥y
Le 8t = — 2,0l + 9 [6]
Teorema

«L.z asi definida, en el modulo v(A) queda univocamente determinada
por [z, gl
Demostracion

Es trivial comprobar que [z, y] es una derivada de Lie de y en Ja
direccién x. La univocidad queda comprobada como sigue: Dado Ly y =
= [z, y]. supongamos dada otra derivada definida por [1] Dz y. Si

.’E=ai6,,y=biai
entonces

Dzy = Dz (i &) = biDg o; + z bi- 8,
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y segun [5]
Doy =—bi-8iai-8 4+ aio;bt+ o =

= (al . a/ bi —bs - 8] al) 0; = [.’L’, y] = Lg y c.q.d.

Como consecuencia inmediata [2] se escribira:
(Lz @) (y) = La(o(y) ) — o ([z, y]) (6]
Segun [4] y [5] podra escribirse [1] de la siguiente manera:

(L;z: T) (all’ ey 6,3, dm]l, ey dﬁ]r) == Lm(T(@ll, ey 61’3, d:BJ‘, ey d[L‘!r) ) +

S
+ E a;m ah T(au, voe ey 3h, ey azs, dl’]l, ey do:!’) —
m =1

r
— Z on aim T(0, . . ., Bis, dai', . . ., doh, . . ., dair)
m =1
0 expresado en coordenadas de T.

jre. g Jreir
}Lﬂ% =2zT —_

ll...is il...is

r
. jl;"', im"ly h’ jm‘f'h-"i"
— 2 op aim T' +

ll,...,is
m =1

3 .

8
Tio oo fr
n Z omah T [7]
T N Y S
m =1

En (1) definimos en un A-médulo M la aplicacion Qu (b, 2) = Lpy —
— b Lz e L(M; M), Vb e A. El valor de QL se conoce en algunos casos:

Yy ev(A),QL(b,m)y=~—yb-a:;Vcoev*(A),QL(b,m) o= o(z) * db

La expresion correspondiente para el tensor T se obtendri de:

Ji..ogr Jieojr
Lpae T = bz T —_—
iy...1s iy...10s
’1 . I3 . -
. Ju oo fm—1y By Jmts, o
— Z op (baim) T +
R N

m=1
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S

]'1 P 1
-+ Z 2im (bah) T.
1

1...im—1, h, im-|-1, v

el iree e me By s -
=b;LzT§.l .r_ Z 6hb-aimT.1 m—1, m+1

ll...is
m=1

L
Jieood
+ z aimb'ath r
iy
m=1

P im——-l, h, im+1, o

Luego

Joeoor Jieoodr
%Qt(b,w) T} - Z Simb - ah T
iy...1s i

L1400 im——l, h, im+1, . e

. j1 PRCEY fm—u h: im+11 .
—_ 2 orb-aimT

ll...l.s
m =1

Definicién (segun Bishop-Goldberg (3)).

is

Jr

ir

is

(8]

Se entiende por operador D; a la derivada tensorial, en la que Tesun

tensor (1, 1), que opera de la siguiente manera:

i) Dia=0,YVaceA
ii) Diz=1Iz,V¥xecvld)
iii) Sea T un tensor de ordeu (r, s).

r

ls

il"'i" il"'im—hh’im-l-lv"'
D, T = Z T
i3...1s iy.e..i

m=1

‘e im—-l, h, im+1, . sy is

s I3 .
. Z Th--~lr
Iy
m=1

Que goza de las propiedades inmediatas:

1) YaeA Dy =al

Jr

jm

h

2) Para dos tensores (1, 1) cualesquiera Di41 = D: + Dyv
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Puesto que
VezevA)ybeA,z Q db e L(v(A); v(A))
ya que
(€@ db)y ==z - (db(y)) = z -y b ev(A)
concluiremos que

Qv(b, )T = —Dygyy T [9]

DERIVADA COVARIANTE

De la definicién general se deduce la correspondiente a la derivada
covariante de T por:

(2 T) (Biny « » », Ois, di?, . . ., d&it) = vz (T(8n, ..., 8is, dzi*, . . ., dzir) ) —

S
— E T(ail, v Y dimy - + «5 O1s, dit.'l, Ve dw!’) —_—
=1

r
an 2 i T(ail’ « vy Disy d(Ej‘, ey V2 dzim, . .. d:w')

m=1
junto con las propiedades caracteristicas de ya:
Vaty = Ve + Vy 7 Ver = A Vz
segun las cuales:
Vz dim = Vg1 dm = al Vo &m = al P?l.m oh,

Para obtener una expresiéon andloga para ysz deim hay que comprobar
que:

dom = F dgh " dzh
rim = oh = — 2
Vo Ih I

en efecto, pues si
y=>bid, evA) ¥ o= wdriecv'(A)

la derivada yz del producto contraido y @ « serd el tensor contraido
vz Q o + ¥ @ vz «, en virtud de las propiedades de las derivadas.
Las componentes contraidas de yz(y & o) son:

ah V@h(bl 0)1) = gh 3h(b' C\)z) = ah(ah_ bt oy + bt 8p coi)
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Las componentes de yz J & w

+ ¥y D yr » son:

!
ah(yg, bewy + 0y, @) =an(onbt o + T bt o)+ b oy

. )
+ 0T wy,
hi
contrayendo i, j:
. J J
= ar(n b+ bl e T bt nl )
it ht

para que ambas expresiones sean equivalentes debera ser:

f‘J

= —1 .
hi hi
Por 1o tanto
1 i " fi
Vz d2? = V15, dzm = aly,, deim = —a I‘Ih dzh,
de donde
(Va T)Y (214« » »y is, dzit, , . ., deir) = Vx(T(au, v ay i, dxit, ., dair) ) —
e Z al P T(6ryy ooy Py « v vy Bisy dzn, . dzit) -+
Ilm
m =1
r
I‘]m
+ Z al h T(81y, . . ., disy den, . .., dxh, .. ., dzir)
m=1
o en coordenadas
Ji-dr Jieeddr
Vx T =T -+
i is iy.o..is
’. . 2 »
Z ol P]m T]u v Jm—y By fmess oo dr .
lh (g, 0005 s
m =
8 - .
h Ji oo r
— Z al' T [10]
lim iy eeuim—p B imLyy o oo is

m=1

Consideremos ahora la aplicacién S :p(A) —— L(M; M),

definida
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por S(z) = Ar— Lz, ¥ 2 € v(A), cuya expresion en coordenadas para
el tensor T es, segin [7] y [10]:

S(z, T) ' =
i...1s
r . . . .
jm . Jis o v fm—1s By fmtn, o oy Jr
= Z (@' 4+ épaim) T —_—
. In iy ... 1s
m =
S - .
h . Jro«o]r
— 2 (@I + dimah) T ) [11]
I Um Lis v ooy ime—1, h, Im-bqy o« oy is
m ==

La expresion anterior aplicada a y = bi o es:
R ) ]
(S(z, )i = (al Plh + 2p ai) bh = al I‘lh bh + bk o al,

que recuerda las coordenadas de una derivada covariante. Facilmente
se comprueba que, ademas, posee las propiedades de la derivada cova-
riante invertida Ay z. Si en yazy — Lzy = Ay se impone la condi-
cién y == A se obtiene la conexion de Lie en v(A) (1).

Segun [10]

(Vo y) = al r:h bh + at 9; bi

I

J
(yy 2)i = bl I;h ah + bi 8, al
de donde
] i
(vey —vya) =al 8, bi — bi djaj + al Plh bh — qh Plh bl = [z, yli

si

d )
r =1,
th hi M

es decir, las conexiones simétricas son de Lie; resultado que obtuvimos
en (1) por medio de la Torsién.

En este caso, y teniendo presente que la diferencial absoluta (o co-
variante) de z, yz, es (4), el tensor (1,1):

Ve = Vg, @ (2 @ dok) = (onai + alT ) (2 @ do)
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Iuego [11] se escribira:

. s

r
Joooor Ju oo fm—y By fmdn, o0 f
R AR S e
[y...is h i ..
m =1

S . >
5 Jaeoogr
— E Valma T_

LS VERIPINSY im-——], h; l'm-’-l, ey is
m =1

por lo tanto

S(, T) = D, T [12]

/
para las conexiones simétricas existe la relacién con la derivada de Lie:

v

vz = Lz + DVm
Ademas,
1
ve=vy@d)=aQde +aya=20Qda +al b Q drh
hy

luego,

H
DVCC = Da;‘@dal + a I‘h] Da;@da:h = — (QL(at, &) +

+ @ Phi Ou(xh, 8))) = — (Qk {at) o @ dx) +
J y

k
+ a I.‘l Q (zh) ax ® dxi),
Ry oty

segtn los coeficientes de Qt definidos en (1).
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