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DE.RIVADAS DEL ALGEBRA DE TENSORES

por

JULlO LEÓN ALVAREZ

INTRODUCCIÓN

En nuestra Tesis Doctoral (1), a partir de un anillo A conmutativo
y con elemento unidad, se definía la derivada del A-módulo M respecto
o en la dirección del A-vector x, Da:. como el conjunto de endomorfis
mas aditivos de M y todos sus módulos asociados que verifique:

1) Da:a = Xa , V a E A.

II) Da:(a K) = aa . K + a . Da:K . V K E M.

III) (Da: K) (K" ... , K n) = Da:(K(K¡, ... , K n)) 
n

- ~ K(K" ... , Da: K l, ••• , K n), V x. E Mt l

i = 1

donde Mil es el módulo t, asociado a M.
En el álgebra de los tensores de M se comprobaron las siguientes

propiedades de la derivada:

a) D", (L 18> N) = D", L 18> N + L 18> Da:N , L Y N tensores de M
b) D", (e L) = e(D", L) , e contracción tensorial.

Partiendo de estos supuestos queremos encontrar, como particula
rizaciones. las derivadas de Lie y covariante del álgebra de tensores,
cuando M = viAl módulo de los vectores de A (A-vectores). Que es el
caso de interés en la geometría de Variedades Diferenciables.

DERIVADA DE LIE

Sea, de acuerdo con lo anterior, vIAl el módulo de vectores de A, que
posee una base canónica o natural

o
{01> ••• , on} , O¡ = -

oXI
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y la dual {dx1, ••• , dxn}. La derivada de Lie del tensor ir, 8) T del ál
gebra de tensores de viAl se ohtendrá de

(Lx T) (oil> ••• , 018, dxi1, ••• , dxir) =

= Lx {T (oh, ... , OIS, dXJI, ... , dir) ) -

s

- ~ T (oil> ... , Lx oim, ... , 0,8, dai», ••• , dXJr) 

m=l

r

- ~ T (oit, ..• , 018, dXJI, ... , Lx dan», ... , dxir) [1]

m = 1

con las condiciones

Lx+y = Lx + Ly ; L[x, yl = (Lx, Ly] , 'TI e, y E viAl

Los covectores de A, elementos del módulo dual v*{A) = L(v{A); A)
pueden definirse también a partir de elementos de A, puesto que 'TI a E A,
da E v*{A), que actúan sobre todo vector x según da (x) = x a EA.

Sean 00 E votA), y E v{A), entonces según [1]:

(Lx (0) (y) = Lx{ oo{y) ) - 00 (Lx y),

nos da la derivada de Lie de oo.
Puesto que Lx{dxi (o¡) ) = La, íSli = 0, según [2] será

(Lx dxi) (Ol) + dxi (Lx 01) = O

Si x = ai O/, de donde (2):

Lx dxi = 01 ai . dx l

y
Lx oí = - 01 al . 0i

Teorema

[2)

[3]

(4]

[5]

«Lx así definida, en el módulo viAl queda unívocamente determinada
por (x, y].)}

Demostración

Es trivial comprobar que [x, y] es una derivada de Lie de y en la
dirección x. La univocidad queda comprobada como sigue: Dado Lx y =
= [x, y]. supongamos dada otra derivada definida por (1] Dx y. Si

x = ai oJ ' y = bí oi

entonces

De Y = Dx (bí eh) = bi Dx oí + x bi . Oí ,
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y según [5]
DJ)Y = - bi • oi al . oJ + ai oJ bl . al =

= (ai • oJ b! - b: • oJ a!) al = [x, y] = Lx y

Como consecuencia inmediata [2] se escribirá:

c.q.d.

[6](Lx (0) (y) = Lx(oo(y) ) - 00 ([x, y])

Según [4] Y [5] podrá escribirse [1] de la siguiente manera:
(Lx T) (011' •••, O!S, dXJ 1

, ••• , dXJr) = Lx(T(o!l' ... , ois, dXJl, ... , dxi r) ) +
s

+~ o!m ah T(Oll' ..., ah, ..., OIS, dx», ..., dXJr) 

m = 1

r

- ~ ah aim T( oit, ..., ois, dei'; ..., dxh, •.. , dxi r)

m = 1

o expresado en coordenadas de T.

l f
i l .•. ir il···ir

Le T = x T
i1 ••• is i 1 ••• is

r
i11 .•., im-l' h, im+h ... ir

ah aim T +
i l , ••• , i s

m = 1

.'1

+~
t.. ..., ir

o!m ah T
t.. ... im-l> h, i m +l , ••• , t,

[7]

m = 1

En (1) definimos en un A-módulo M la aplicación QL (b, x) = Lbx 
- b Le E L(Mj M), V b E A. El valor de QL se conoce en algunos casos:
V y E víA) , QL(b, x) y = - y b . x ; V 00 E v·(A), QL(b. x) 00 = oo(x) • db

La expresión correspondiente para el tensor T se obtendrá de:

l t
i l ..• ir il···ir

Lbx T = be: T -
i 1 ••• is i 1 ••• i8

r
il' ..• im-l' h, im+l' ... irah (baim) T +
i l ••• t,

m = 1
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s

+ ~
m = 1

il' .. lr
olm (bah) T

i l ... im- l, h, im+l, ... is

r

~ ~
i1 ••• ir

= b Lx T -
t, ... i s

.~

+~
m = 1

Luego

f I
il ... ir

QL (b, x) T . . =
JI ••• ls

. i, ... im-l' h, im+ll ... ir
Oh b • asm T +

i l ••• i«
m = 1

t, ... ir
oim b • ah T

t, ... im- l , h, im+l • • • • t«

s
t, ... ir

oim b . ah T
i l ••• i m- ll h, i m+l , ••• is

m = 1

r

m = 1

it· .. im-l' h, im+l' ... ir
oh b • aim T

t, ... is
[8]

Definición (según Bishop-Goldberg (3)).

Se entiende por operador DI a la derivada tensorial, en la que I es un
tensor (1, 1), que opera de la siguiente manera:

i) DI a = 0, V a E A

ii) DI x = Iz , V X E utA)

iii) Sea T un tensor de orden (r, s).

( )
il ... ir

D¡T
i l ••• i«

r
~ t, ... im-l' h, im+t. . . . ir im

= ~ T I
t, ... is h

m = 1

s
i, ... ir h

T I
i l ••• im- ll h, im+l , ••• , is im

m = 1

Que goza de las propiedades inmediatas:

1) Va EA, Da¡ = aD¡

2) Para dos tensores (1, 1) cualesquiera D /+I ' = DI + DI'
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Puesto que

V x E viAl y b E A, x @ db E L(v(A); viAl)

ya que

(x @ db) Y = x . (db(y)) = JI: • Y b E viAl

concluiremos que

QL (b, x)T = - Dx 0 db T

DERIVADA COV ARIANTE'

[9]

De la definición general se deduce la correspondiente a la derivada
covariante de T por:

(V:¡; T) (oh, •••, ois, dX/1, ••• , dXJr) = V:¡; (T(OH, ••• , ois, das', ... , dxir) ) -

s

- ~ T(oi!> .••, V:¡; oim, .••, o/s, dXJ!, ..., dXlr) 

m 1

r

~ T(oi¡, ..., o/s, daii», . ,., V:¡;dxJm, •.. dxir)

m = 1

junto con las propiedades características de V:¡;:

según las cuales:

v:¡;+Y = V:¡; + Vy Va:¡; = a V:¡;

h
V:¡; Olm = Valol o,m = al Val o,m = al r Um ah.

Vara obtener una expresión análoga para V:¡; dxlm hay que comprobar
que:

... im Jm
V8ldxJm = r dxh = - T' dxh

lh Ih

en efecto, pues sí

y = b! 81 E viAl Y 00 = 001 dxi E votA)

la derivada V:¡; del producto contraido y @ 00 será el tensor contraído
Vx y @ 00 + y @ V:¡; 00, en virtud de las propiedades de las derivadas.

Las componentes contraídas de Vx(y @ (0) son:

ah V 8h(t» 00') = ah 8h(b! oo¡) = ah(oh b' . 001 + bl • ah OOi)
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Las componente" de Vx y 0 CJl + y ~ Vx CJl son:

contrayendo i , [:

¡
= ah (()h bl • CJl¡ + r

tu
• ¡+ bir CJl¡),
hl

b! • CJl¡ + bl • ()h CJl¡ +

t .. ¡
= ah (()h b! . CJlI + bi , ()h CJlI + r b l • CJl¡ + bl r CJl¡)

/11 tu

para que ambas expresiones sean equivalentes deberá ser:

Por lo tanto

e
111

1
=-r .

tu

¡m
Vx dXlm = Val()¡ dx¡m = al VOl dx¡m = - al r Ih dx h,

de donde

s
h

al r T( ()Iu ••• , Oh, •••, 0/8, dx/ l , •• " dx¡r) +
lim

m=

r

+~
m=l

o en coordenadas

al r'm T( 0/1' ••• , ()IS, dz», ..., dxh, •.., dx¡r)
lh

~ t
il ... ir il,··ir

VxT = x T
i1 • , • is i 1 ••• is

+

m

r
¡m ;u.'·' im-l' 11, im+l' ..., ir

a1r T
lh il> ..., t,

s

m = 1

h jI' ..., ir
a1r T

lim i l , ••• , im- l , h, im+l , ••• , is
[10]

Consideremos ahora la aplicación S : v(A) --+ L(M; M), definida
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por S(x) = 6.;1; - Lx, V X E víA), cuya expresión en coordenadas para
el tensor T es, según [7J y [10J:

¡ }i l •.. ir
S(x, T) . . =

II ••• ls

r

~
tni i., ..., jm-1> h, jm+1> ..., ir

(al r + oh aim ) T
lh i1 ••• is

m = 1

s

_ ~ (alr
h. +

~ tlm
m = 1

i, ... ir
flim ah) T

i l , •••, im- l , h, im+ 1> ••• , is
[11 ]

La expresió!l anterior aplicada a y = bi 0i es:

o. i
(S(x, y))l = (al r

lh

• J+ Oh aJ) bh = al r bh + bh oh al,
lh

que recuerda las coordenadas de una derivada covariante. Fácilmente
se comprueba que, además, posee las propiedades de la derivada cova
riante invertida 6.y a: Si en Vx y - Lx y = Ay x se impone la condi
ción V = A se obtiene la conexión de Líe en v(A) (1).

Según [10]

J
(Vx y)i = al r bh + al oi bi

lh

y

(Vy x)i = bl J ah + bi 01 ai
lh

de donde

(Vx y - Vy x)i = al 01 bi - bt oi ai + al r 1
bh - ah J bl = [x, y]i

lh lh

si

J
= r ,

hl

es decir, las conexiones simétricas son de Líe; resultado que obtuvimos
en (1) por medio de la Torsión.

En este caso, y teniendo presente que la diferencial absoluta (o ro
variante) de x, v», es (4), el temor (1,1):

l

Vx = V" al (01 ® dxh) = (oh al + al r ) (oi ® dx h)
vh W
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luego [11] se escribirá:

) ~
i 1 ••• j r

S(x, T) =
i 1 ••• is

r

}2 ii> ..., im-l' ñ, im+l' ... , ir
'"' os« Ty Oh

i, ... is
m = 1

s

m = 1

por lo tanto

i1 ••• ir
V ah T

olm . . h' .
lh ••• , lm-I' ,lm+ l' ••• , ls

S(x, T) = D
v x

T [12]

I
para las conexiones simétricas existe la relación con la derivada de Lie:

v» = Lx + Dv x '

Además,
1

VX = v(al (1) = 01 0 da! + al VOl = 01 0 das + al r 01 0 dxh
hl

luego,

i k
+ al r QL (xh, (1)) = - (Q (al) ok 0 dXI +

hl 11

I k
+ al I' Q (xh) Ok 0 dXI) ,

hl 11

según los coeficientes de QL definidos en (1).
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