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EL SISTEMA IMAGEN EN LOS SISTEMAS
DISIPATIVOS MARCOFIANOS

por

M.? PuriricacioN Hervas Burcos

RESUMEN

Con el fin de que el campo de fuerzas de un sistema disipativo mar-
cofiano sea una forma semibdsica cerrada de Pfaff, se introduce el con-
cepto de sistema «antidisipativo»r. Se define el sistema imagen; mediante
la proposicién I se establece que dicho sistema es antidisipativo. La pro-
posicién II formula que los operadores de Ay A son adjuntos. Para la
construccion de la lagrangiana del sistema < A, A> se dan tres lemas,
que conducen a la poposicion III. Seguidamente se determina la hamil-
toniana de <A, A> y la proposicion IV sefiala las condiciones bajo las
cuales la Hamiltoniana es una constante de evolucién..

* * *

Sabido es que la hamiltoniana de un sistema disipativo marcofiano
es una constante de evolucién, aunque dicha hamiltoniana no dependa
explicitamente del tiempo. Por esta razdn se asocia al sistema disipativo
dado otro sistema hipotético «antidisipativo», el cual absorbe la energia
disipada por el primero, con lo cual la energia total del sistema com-
puesto permanece constante.

Por otra parte, el campo disipativo marcofiano introduce en las
ecuaciones de evolucién términos lineales respecto a las velocidades ge-
neralizadas, lo que implica que dichas ecuaciones no sean invariantes
a la inversiéon del tiempo o, lo que es lo mismo, no satisfagan al Prineci-
pio de Reversibilidad Mecanica. Este hecho nos induce a introducir en
escena el sistema imagen de un sistema disipativo.

Definicion

Un sistema A se dice imagen de un sistema mecanico dado A, cuan-
do el punto representativo del sistema A, en el espacio de las configura-
ciones satisface a

7

gty =qi(—1) l<i<n
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Proposicién 1

El sistema imagen A del sistema mecénico A es un sistema antidisi-
pativo del sistema A.

Demostracion
Si _ - .
@Gil) = —qlt) = ¢g=—q =
N . 2R 2R
byty=—byg = —(F=——
94 24y
Como N

Para todo desplazamiento virtual resulta:

2R _ 2R
— 0y =8y
ag; aq;

Es decir, en todo desplazamiento virtual el trabajo cedido por A es
igual al tomado por A.

ECUACIONES DE EVOLUCION DEL SISTEMA IMAGEN

Tratdndose de sistemas disipativos marcofianos con vinculos inde-
pendientes del tiempo, la energia cinética del sistema:

1 . .
T=~é—zi1¢i1qilb‘ 3 @i = Qij{qs, . . . gn)

que por ser cuadratica en q es un invariante a la inversién del tiempo.
La energia potencial u(g;) es independiente del tiempo. Lo que implica

que Lfg, q) sea un invariante a la inversién del tiempo.
Luego si las ecuaciones de evolucion de A son:

-+ = 0 l<ign

d (aL) 2L 2R
2 qi oq.

dt 8(};‘

Las del sistema A son:

dt

d (a'ﬂ> 2L aR

6-.(51 24qi 3?1—,'
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Proposicién Il

Si los coeficientes a;; son constantes y u{g;) es una forma cuadratica
homogénea, los operadores de las ecuaciones de evolucién del sistema
imagen son los adjuntos de los operadores de las ecuaciones de evolu-~
cién del sistema objeto.

Demosiracion

Si designamos por 8 y 0, respectivamente, los operadores del sis-
tema A v A.

0qi =aiyqi + bijq + cijgi =0
Tgi = ayqi—bij g + e qi=0

Tomando un espacio Hilbert en el intervalo de evolucion [#, #,]. e
imponiendo a los elementos de dicho espacio las condiciones:

1.0 Que exista y tenga valor finito
I
/ (g®)2 dt
L
2.0 Que gl = qlk) = 0.
Se tiene:

<0qq> — <q, 0g> =

2d — d?l dEi . _ +
= — |0 {§i—— — i — +bijl]iqudi=0 = f =0
dt dt dt

4

Donde la forma bilineal concomitante viene dada por:
_ - _ d _
plag) = [au' qugi — ql;t—(az; gi) + biyqigi
Nota 1. Es de observar que la mayor parte de los sistemas que se

presentan en la practica cumple las condiciones de la proposicién an-
terior.

CONSTRUCCION DE LA LAGRANGIANA DEL SISTEMA <A, A>

En lo que sigue admitiremos que, tanto las funciones gi(f) v qi(f),
como sus derivadas son diferenciables en el intervalo de evolucién
[t 1.].
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Para la construccién de la Lagrangiana del sistema objeto-imagen
utilizaremos los siguientes lemas:
Lema 1.0

Si los coeficientes a;; son constantes en el intervalo de evolucién
[tyt) yparat =4, yi =1,

Sqi =8¢ =0

entonces:
I, f, i
- . d . — d S
— 38| aijqugidl = | —(aijq;) dqidt + | — (aij qi) 3 g dt
dt dt
t1 i, 1
Demostracion:
tz 12
d .- . .
—(ay q)Squdl = aijgi8qi| — | aijq; 8 qidl
dt 1
tl tl

Ahora bien: 8¢qi = Oparat =Lyt =1,
i, I
d e — .o
= E(aiifb)sqidt=—— ayj gj 3 qidt
i, t
Anilogamente:
iy L,
d - .
—dt—(aiJ‘Qt)s’IJ dt = — | aijq: 3 ¢jdl =

t, t

Iy Iy iy

d . d - =
—{aij q;) 8 qi di +f——(aif )3 g dl = — aij gi gj dt
dt dt

tl tl tl

Lema 2.0

Si SE,' y 3 E; se anulan en i = §, yt = i, entonces

ty Iy

2R _ aR 2R _ o R
3[("““;'qi-———£"qj)di=2 ( " Sql‘—*“:—b‘qj)dl‘
2q a4qj 9qi oqj

tl 1
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Demostracion:
1 .. — 1 o
R=-—34bijqigj 5 R=—2bijgig
2 2
2R . 2R .
T~ =0bijq; ; —= = bijqi
9qi 2qj
aR _ R L ..
R* = —7¢i~— = ¢qj = by (g5 qi — ¢j i)
2qi 24
d {2R" 2 R* oR
— ; )~— 3¢ =2—3¢q
dt \ a2 gj o gj oqj
=
d {aR* 2 R* aR
dt \ 2 q; 2 qi 8qi
£ I,
2R aR
3 R*dt:?,[(————qu—-——: 3 g di
J\eq aqj
1 t

Lema 3.0

Si las funciones potenciales u v u cumplen la condicién

2t u oty

2q,° 2 q:*
existe una funcién u;; tal que
du __ au
3qi + ——38¢j
8 qj oqi

8llzj=

Demostracion

La proposicidn anterior es equivalente a que la ecuacién

ou ou
dujj=——dq +——4dgj
oqj 2qi
sea diferencial exacta:
2% u 2% u
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Proposicion 111

gj el sistema <A, A> cumple las condiciones de los lemas anlerio-
res, su ley de evolucion puede simbolizarse por:

(A
8[L* dt =0
i
Donde:
1
L*-——T*——u*————;R* [
T = i gi & R* = by (1 T — 4 00)
u* = Ly uy
Demostracion

Las ecuaciones de evolucién de <A. A>

d 2T ou 2R
——(——)+ +——=0 lgi<gn
dt \ a4 oq °qi
d |aT au aR
——(—:) —— =0 l<j<n
dt \agj 2qj 2q

Multiplicando la primera por 5 g, v la segunda por 8 gj, sumando ¢
integrando, tenemos:

i1
Y4 jeT\ _ d (oT
Zy [“—( ,)Sqi—i————(—-—_._)Sq,]dt—l—
N dt 3(]1 dit Bq]
Iy
Iy
ou
+2u]( 5‘11+—-—3¢11)dt+
(2 qj
iy
L,
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En virtud del lema 1

i, _ i,
rd (8T _ d [T
Z;,/[———(—_—)Sq;-}-—-— ———;>8q, dl = — 8| T* dil
JLdt \agq dt \ 2g;j
i 1
Del lema 2.
tﬁ —_ 12
qu _ ou
Eijf——aql+~—:8q,)dt=8 u* dt
a4 2 qj
[} iy
Del lema 3.
Iy - [
feR aR "1
Ez,](~—,~8q¢—~~—.:8q,)=——8/——R*dl
2q: 24y 2
tl tl

HAMILTONIANA DEL SISTEMA

A partir de la Lagrangiana, L*, se definen, como momentos conju-
gados de las coordenadas:

aL” . 1 —
q; ——> pj = — = 0y qi — —— by qu
— - aL* . 1
gi ——>pi = —= = ay q; + — by q;
9q; 2

Como funcién de Hamilton:

. oL* . eLr .
H*=VL* —L"=XZq¢ —— +%,¢— —L" = ay ¢ q + uy
q. oq

La transformaciéon de Legendre en forma local, nos conduce a:
L - _ 1
H* = ip; + - biy qu) (ay)—* | pu — bij qi) + wy

Proposicion IV

Si H* no depende explicitamente del tiempo, la hamiltoniana del
sistema <A, A> es una constante de evolucion.
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Demostracion

dH* -, . our, ou* .
= @ij i ¢j + aij qu 9j + g+ ——gqi =
di 2qj 24i

d oL oul . d a8l aul,
=[-[ .]+-~]qi+[—-[———.~]+——-]q,-
dt loq 2qi dt | oqj 2qj

En virtud de las leyes de evolucién, el primer paréntesis es igual a:

aR 2 L
— g =—0bijqi g
2 qi
El segundo paréntesis a:
R ..
=g = bij 1 s
8qj

Lo que implica

dH*

p = 0 <« H* = constante de evolucitn.
t
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