DEPENDENCIA LINEAL EN ESPACIOS AFINES

por
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NOTA.—En el presente trabajo se da una jusfificacién de la defi-
nicion de dependencia e independencia lineal en espacios afines abstrae-
tos, basandose en la geometria elemental.

1. DEPENDENCIA LINEAL EN EL PLANO AFIN

En el plano afin, las unicas variedades lineales que existen son los
puntos (variedades de dimension cero) y las rectas (variedades de dimen-
sién uno).

La dependencia e independencia lineal esta en relacion con estos
conceptos.

Podemos definir la dependencia lineal del siguiente modo:

Un punto A depende linealmente de un conjunto de puntos (A; A, ...
... Ap), silos puntos (A, A, ... Ap) definen una variedad lineal (estricta
o superabundantemente) a la cual pertenece A.

En el caso del plano vamos a estudiar los dos tnicos tipos de varie-
dades lineales que existen.

1. Variedades lineales de dimensidon cero o puntos.

Estas variedades estan formadas por un punto unico, A,, luego
cualquier punto A, para que dependa linealmente de A,, ha de
coincidir con él, puesto que ha de pertenecer a la variedad defi-
nida por A, que es el mismo A,.

2.9 Variedades lineales de dimensién uno o rectas.

Una recta viene definida por dos puntos (A,, A,), de modo que
un punto A depende linealmente del conjunto de puntos (A,, A,)
si pertenece a la recta A;, A,.

Aunque para definir una recta basta con dos puntos, se puede
considerar un conjunto cualquiera de n puntos de la recta (A, A, ...
... Ap), en cuyo caso decimos que definen la recta superabundan-
temente. El punto A depende linealmente de (A, A, ... Ap) si
pertenece a la recta definida por los n puntos.
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Sabemos que si en el plano afin fijamos un punto origen O, se puede
establecer una biyeccién entre los puntos del plano afin y los vectores
libres de V,.

Ity ————— Vv,

A—— . (0A

Cuando entre dos conjuntos se establece una biyeccidn se pueden
identificar los conjuntos considerando iguales los elementos gue se co-
rresponden en la biyecciéon (ejemplos de esta identificacién los hemos
visto entre los nimeros reales y los puntos de una recta; o entre los nii-
meros complejos y los puntos de un plano). Asi, podemos identificar
cada punto del plano afin con el veclor del plano vectorial que le co-
rresponde

—— ——

A={OA}, B = {OB}, C = {0C}, otc.

Si A depende linealmente de (A, A,), resulta que A pertenece a la
recta A, A,, luego

—_— — -

{OA} = {OA,} + A {A; As} = {OA,} + X [{OA,} — {OA,)] =

— (1 — 1) {OA,} + 4 {0A,}

o bien
—_—— —_ ——
{OA} = p{OA;} + 2 {OA}, u + 2 =1

Ay Az A

o

Debido a la identificacion de cada punto con su vector, podemos es-
cribir

A=pA +rA8sp+2r=1
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Vamos a suponer, ahora, tres puntos alineados (A; A; A;). A depende
linealmente de (A, A, A,;) si pertenece a la misma recta.

Sea P un punto de la recta. distinto de los anteriores. Como A per-
tenece a la recta A; Psera A = A A, 4+ ¢ P, A + u = 1, pero como P
pertenece a la recta A,A; sera

P=NXNA, + N Ay, M + 2" =1

Sustituyendo en
A=2A, +puP =2A +u(VA, +F 2 A)=2A, 4+ u VA, + nN'A,
tal que

l—i—uk'—kpk”:k—{—y(&_—t\l")=7\+u=1
17

O sea que hemos visto que «A depende linealmente de (A, A, Ag)res

equivalente a que
A = MA; + A 4 MAG A+ R Ry =11

(Para demosirar el reciproco habria que desandar los pasos, por lo cual
no lo hacemos.)

En general, repitiendo el proceso, se demuestra que A depende li-
nealmente de (A; A;... Ap)equivalea A = A, + %A, + ... -+ A Ap,
Mo+ Ao+ =1

2. DEPENDENCIA LINEAL EN EL ESPACIO AFIN DE DIMENSION TRES

Aqui se han de considerar tres tipos de variedades lineales: puntos,
rectas y planos.

Para los puntos y rectas vale todo lo del apartado anterior. Vamos a
estudiar los planos. Un plano viene determinado por tres puntos no ali-
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neados (A; A, A;). Se dice que A depende linealmente del conjunto de
los tres puntos no alineados (A, A, A;) si pertenece al plano definide
por ellos, en cuyo caso

— —_— —— —— e

{OA} = {OA} + A {AA,} -+ v {AAs} = {0A,} +
+ A [{OA,} — {OA,}] + & [{OAs} — {OA}] =

— ——n

— (1 — % — ) {OA;} + % {OAs} + u {OAs}

0 bien

——

—_ —_— —_—
{OA} = v{OA;} + 1 {OA,} + 1 {OAy}
v+ a4+ p=1

En virtud de la identificacién de cada punto, con su vector debido
a la biyeccién o,

Eo

——V,

—
A ————— {0OA}
podemos escribir

A=vA +2AA, +pAy v+ tp=1
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Vamos a suponer ahora que en el mismo plano definido por (A, A, A;)
anadimos un cuarto punfo A,; en este caso también se sigue diciendo
que A depende linealmente de los cuatro puntos (A, A, A; A,), pues
pertenece al plano definido (superabundantemente) por (A; A, A; A,).

Sea P un punto del plano perteneciente a la recta A, A. El punto A
depende linealmente de (A,, P), pues pertenece a la recta A, P, luego

A=2A,+pP,a+p=1

A su vez, el punto P depende linealmente de los puntos (A, A, A,)
y, por lo tanto,

P = )qu + 7\2Az + )\3A3
=2 + % + 2

i

Ay

Sustituyendo en la anterior expresién de A
A= 2Ap 4+ p(MAL + 2Ar - 2GA) = AAL (M) Ay (X)) Ag +
+ (khs) Ag, tal que X 4+ p 2y A+ pdy + gy = )\'{‘(J‘()‘\l/‘*‘)\zﬂs) =
= A + w = 1 l”
luego llegamos a la conclusiébn de que si A depende linealmente de
(A; A; A; Ay resulta
A = NA + RAL F MA + NA =3+ 2%+ 2%+ 2N

Se verifica la equivalencia demostrando el reciproco en sentido con-
trario.

Si repetimos el proceso se demuestra que si A depende linealmente
de (A; A, ... Ap) esto equivale a que
A = }\1A1 + 7\2A2 + ... 4+ A
L =2 +2 +... 4+ 2

f

3. DEPENDENCIA LINEAL EN ESPACIOS DE DIMENSION > 4

Si consideramos un espacio de cuatro dimensiones, las variedades
lineales serian: puntos, rectas, planos e hiperplanos de dimension tres.

Para las tres primeras variedades vale lo anterior.

Un hiperplano de dimension tres seria el espacio afin ordinario y esta
definido estrictamente por cuatro puntos no coplanarios (A; A, A; A,).
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Decimos que un punto A del espacio de cuatro dimensiones depende li-
nealmente del conjunto de puntos (A; A, A; A,), si pertenece a la varie-
dad lineal de dimension tres definida por ellos. Ya no podemos obtener
una representacion fisica, pero admitimos que si A depende linealmente
de (A, A, A; A)) se verifica que A = MA, + A + AA; + MA,
1 = 2y 4+ 23 -+ % + 2, ¥, en general, para n puntos que definan super-
abundantemente la variedad lineal de dimensién tres se verifica para
todo A que pertenezca a la misma.

A=)\1A1+...+7\nAn, l=)\1+---+)\ﬂ

De una manera mas general, en un espacio afin de dimensiéon m cual-
quiera, se dice que un punto A depende linealmente de un conjunto de n
puntos (A, A, ... Ap) siseverifica A = MA, + ... 4 AAp, 1 = A, +
+ ... 4+ An.

Podriamos decir que los puntos (A, ... A,) pertenecen a una varie-
dad lineal, v que el punfo A pertenece a la misma; pero ¢omo en uh
espacio afin de dimension mayor o igual a cuatro no podemos razonar
con representaciones geométricas, hemos de atenernos a la definicién
indicada més arriba, que resulta légica como generalizacién de los casos
elementales que hemos estudiado con detalle.

4. DEFINICION DE VARIEDAD LINEAL

Vamos a recordar otras definiciones.

Definicion.—Se dice que (A, A, ... Ap) son linealmente dependien-
tes, si uno de ellos depende linealmente de los restantes.

Consecuencia de esta definicién:

La condicion necesaria y suficiente para que (A; A, ... An) sean li-
nealmente dependientes, es que existan ntmeros reales A, ... Ap, NO
todos nulos, tales que

MAL oo F AR =0 AN+ ...+ =0

Definicion.—Se dice que n puntos (A; A, ... Ap) son linealmente
independientes cuando ninguno de ellos depende linealmente de los
restantes.

La condicion necesaria y suficiente para que n puntos (A; A, ... Ap)
sean linealmente independientes es que

)\1A1+...+}tnAn=—‘0, )\1+...+7\n=o = )\1=-..=—“)xn=0

Con estas definiciones y todo lo que hemos visto desde el comienzo,
resulta que

1.c En una recta el maximo nimero de puntos linealmente indepen-
dientes es dos, pues dados tres puntos, siempre uno de ellos de-
pende de los otros dos. Recordemos que a la recta la hemos lla-
mado variedad lineal de dimensién uno.
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2.2 En un plano el nimero miaximo de puntos linealmente indepen-
dientes es tres, pues dados cuatro puntos coplanarios, siempre
uno de ellos depende linealmente de los restantes. Recordemos que
al plano le hemos llamado variedad lineal de dimensién dos.

Estamos ya en condiciones de establecer una definiciéon formal de
evariedad lineal de dimension n».

Definicion.—Si (A, A, ... Apt,) son n -+ 1 puntos linealmente in-
dependientes, se llama variedad lineal de dimensién n al conjunto de
puntos A

{AJA = 3A + .0+ Mt Antn M o F Ry = 1}
La recta sera
{A/A = MAL + A 2+ A = 1}

siendo (A, A,) linealmente independientes, o sea es una variedad lineal
de dimensién uno, consistente con la definicibn general. El plano es

{AJA = NA, 4+ WA, 4 Ry, A+ Ay 2 = 1)

siendo (A, A, A,) linealmente independientes, o sea es una variedad li~
neal de dimension dos, también consistente con la definicién general.





