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UNA NOTA SOBRE LOS NUMERaS
PITAGORICOS

por

FRANCISCO JAVIER E.RICE RODRIGUEZ

Ls sabido que una terna de numeros enteros que satisfaeen la ecuación

recibe el nombre de terna de numeros pitagóricos, y que para una cual­
quiera de ellas (a, b, e), la que se obtiene multiplicándola por cualquier
entero s # O (as, bs, es) es esencialmente la misma, ya que correspon­
den a triángulos semejantes. Reciben el nombre de primitivas aquellas
ternas, tales que los números que las componen no tienen ningún factor
común. (También consideraremos iguales aquellas ternas que difieren
en el signo algunas de sus componentes.)

Resulta conocido que las fórmulas

a=v'-u'~
b = 2uv
e = u' + v'

dan para todo par de enteros u > v todas las ternas primitivas de nú­
meros pitagóricos si

1) U Y v no tienen factores comunes.
ii) No sean ambos impares.

En relación con un problema más general de teoría de números,
en el que estamos trabajando, hemos necesitado un subconjunto .rIl de
ternas pitagóricas primitivas, tales que

u I 1 - V'ZI < v < u [2]

y la presente nota consiste en un teorema que caracteriza y describe a
este conjunto .rIl. Asi:

Teorema.-.rIl consiste en una unión disjunta de una infinidad nume­
rable de conjuntos de ternas primitivas

i e: 1 = {l, 3, 5•... (2n + 1) ... }
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tales que A j para cada j de 1 consiste en el conjunto

Al = {(alr, blr, Cjr)!Clr = blr + j2}

o, lo que es equivalente,

A j = {(alr, bjr, Clr) ! para las alr, Ulr de [1], tales que alr = Ujr + j}

poseyendo la propiedad que para cada j de I, existe un único k ¡¡; Z+ (im­
par), tal que el conjunto {alr} formado por el menor número de cada
terna de Al recorre una subsucesión infinita de la

k, k + 2j, k + 4j, .... k + 2nj ..... [3]

En efecto, para dar una Idea de lo que estarnos diciendo, formemos
la tabla del subconjunto Al {(alr, blr, Clr)}

u

1

2

3

16

a Al

'2 (3,4,5,)

3 (5, 12, 13)
4 (7,24,25)

17 (33, 544, 545)

donde se observa que u y a son consecutivos, y {alr} recorre el conjunto
de los impares >3. Así, la pareja a, u, satisface las condiciones Impuestas
en [2], i) Y ii) Y {alr} recorre la sucesión [3] con k = 3, pues como para
v = n, üsn = 2n + 1, entonces para u = n + 1 será a = n + 2 y al' n+ 1 =
= a2-u 2 = (n + 2)2_(n + 1)2 = 2n + 3. Además, Cln = (n + 1)2 +
+ n» = 2n(n + 1) + 1 = bln + 1.

Igual puede hacerse para As, recorriendo {asr} la sucesión

33, 39, 51, 57, 69, 75, ....

que es una subsucesión de [3] para k = 33 Y con ley de formaríón

Para A5 se obtiene la subsucesión de [3], cuyo primer término es
k = 65 Y ley de formación

as, r+ 1 = (túr + lO(ar+ 1 - ar)

De esta forma hemos visto que lo anterior resulta común para A 7 ,

A., A", A13 Y de aquí hemos saltado a A 49 y AH, encontrando las mismas
propiedades que las descritas. Nos encontrábamos, pues. convencidos
de la certeza del teorema que enunciamos y que formulamos en este
punto como su consecuencia resumida. Convencidos, pues, de ello, in-
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tentamos demostrarlo. (Si cito este proceso se debe a la relectura re­
ciente de algunos comentarios de Polya y que, por fuerza, creo deben
ser tenidos en cuenta.)

Nos proponemos, pues, demostrar, en primer lugar, que existe y no es
vacío el conjunto AJ para cualquier j impar. Como está demostrado
para Al, admitamos la de Aj y veamos la existencia de Aj+ a- Esto equi­
vale a decir que existe un v tal que v + j + 2 = u, verificando u y v
las i), ii) Y [2].

Si v es impar (resp. par), como j es impar v + j + 2 es par (resp. im­
par) y, por tanto, satisfacen ii).

Para i), si v = al7. • b~ .... p'a (a, b, .. p primos), entonces al7. • b~ ..•
. . . p'a + (j + 2) =rf m . a, por ejemplo, y para ello basta que (j + 2)
no sea múltiplo de a, luego tomando la descomposición prima de j + 2 =

= 3h • 5k •••• rt, nos servirá para nuestros fines cualquier número v que
no sea múltiplo de los divisores 3, 5, .. r de j + 2, y este número siem­
pre es posible, pues basta considerar el 3 . 5 ... r + l. La única condi­
ción restante es la [2] y para ello basta elegir adecuados exponentes de
los divisores de j + 2 y añadirle la unidad 38 • ;)1 ••• rP + 1. Luego existe
una infinidad numerable de conjuntos AJ con j E 1.

Para cada VJr con ¡El, la pareja ulr, Ulr = uJI' + j implica

pues

a}r = (V]l + j)' - V'Jr = 'ljvlr + j'

b}r = 2v}r (VJr + j)

eJr = (V}r + j)' + u'J/' = 2Vlr (/}J/' + j) + j' = bjr + j'

con lo que el conjunto {aJ/'} recorre una sucesión de primer término
j(2uJr + j) y tal que ah n+ 1 = üm + 'lj(un+ 1 - Un) para n = 1,2,3, ... ,
y esta es una sub sucesión de la [3], pues el primer término es impar
y los demás se forman añadiéndole al anterior un múltiplo de dos.

Finalmente, para demostrar que AL y A J (i =rf j) son disjuntos, basta
suponer que su intersección contiene a la terna (a, b, e), lo que implica
que existe una pareja u, v verificando las condiciones [2], i) Y ii). Esta
pareja es única, pues la aplicación entre el conjunto P de estas parejas
ordenadas y el de ternas primitivas T de A es biyectiva, ya que a cada
pareja le corresponde sólo una terna después de aplicar las expresio­
nes [1] y la convención de los signos que hicimos, y con las condicio­
nes i) y ii) se obtienen todas las ternas primitivas del conjunto stl.

Luego se verificaría

\ u = 11

~ U = lJ

+i

+j

por pertenecer a AL

por pertenecer a AJ

y este sistema es imposible, a meno," que i = i. con lo que el teorema está
probado.
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