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UNA NOTA SOBRE LOS NUMEROS
PITAGORICOS

por

Francisco Javiern EricE RoDRrIGUEZ

Ils sabido que una terna de numeros enteros que satisfacen la ecuacién
a? L= (2

recibe el nombre de terna de numeros pitagéricos, y que para una cual-
quiera de ellas (a, b, ¢), la que se obtiene multiplicandola por cualquier
entero s £ 0 (as, bs, ¢s) es esencialmente la misma, ya que correspon-
den a tridngulos semejantes. Reciben el nombre de primitivas aquellas
ternas, tales que los numeros que las componen no tienen ningin factor
comun. (También consideraremos iguales aquellas ternas que difieren
en el signo algunas de sus componentes.)
Resulta conocido que las féormulas

= p2— 2
= 2uv [1]
¢ = u®* + vt

> Q

dan para todo par de enteros u > v todas las ternas primitivas de na-
meros pitagdricos si

1) uy v no tienen factores comunes.
ii) No sean ambos impares.

En relacion con un problema més general de teoria de numeros,
en el que estamos trabajando, hemos necesitado un subconjunto o de
ternas pitagoricas primitivas, tales que

ull—V2 ) <v<u (2]

y la presente nota consiste en un teorema que caracteriza y describe a
este conjunto o. Asi:

Teorema.—o consiste en una unién disjunta de una infinidad nume-
rable de conjuntos de ternas primitivas

A=UA iel={1,85...21+1)...}
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tales que A; para cada j de I consiste en el conjunto
Ay = {{ay, byr, cyr)[er = byr + J2}
0, lo que es equivalente,
A; = {{ayr, byr, ¢;r) [ para las uyr, vy de [1], tales que uyr = vyr + j}

poseyendo la propiedad que para cada j de I, existe un unico k e Z+ (im-
par), tal que el conjunto {a;, } formado por el menor numero de cada
terna de A; recorre una subsucesién infinita de la

Bk + 2,k +4f, ... k+2nj..... (3]

En efecto, para dar una 1dea de lo que estamos diciendo, formemos
la tabla del subconjunto A, = {(a;, b, ¢ir)}

v u A,

1 2 (3,4, 5,)

2 3 (5, 12, 13)

3 4 (7,24, 25)
16 17 (33, b44, 545H)

donde se observa que v y u son consecutivos, y {a,r} recorre el conjunto
de los impares >3. Asi, la pareja u, v, satisface las condiciones impuestas
en [2], i) y ii) y {a,r} recorre la sucesioén [3] con k& = 3, pues como para
v=n,0a,, =2n + 1,entoncesparav =n 4 1serdu =n 4+ 2ya,nt,=
=u?—v2=(n+2)2—{(n 4+ 1)2 = 2n + 3. Ademas, ¢, = (n 4+ 1)2 4
4+ n*=2n 4+ 1) +1 = b;n + 1.

Igual puede hacerse para A;, recorriendo {a,r} la sucesion
33, 39, b1, 57, 69, 75, . ...
que es una subsucesién de [3] para k = 33 y con ley de formacion
A3, riq = Qgr -+ 6(Uryq — Ur)

Para A; se obtiene la subsucesion de [3], cuyo primer término es
k = 65 y ley de formacion

a5, r4+1 = Qg + 10{(ur4, — ur)

De esta forma hemos visto que lo anterior resulta comun para A,
Ay, Ay, Ay y de aqui hemos saltado a A,y ¥ Ay, encontrando las mismas
propiedades que las descritas. Nos encontrabamos, pues, convencidos
de la certeza del teorema que enunciamos y que formulamos en este
punto como su consecuencia resumida. Convencidos, pues, de ello, in-
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tentamos demostrarlo. (Si cito este proceso se debe a la relectura re-
ciente de algunos comentarios de Polya y que, por fuerza, creo deben
ser tenidos en cuenta.)

Nos proponemos, pues, demostrar, en primer lugar, que existe y no es
vacio el conjunto A; para cualquier j impar. Como estd demostrade
para A,, admitamos la de Aj y veamos la existencia de Aj4,. Esto equi-
vale a decir que existe un v tal que v + j 4+ 2 = u, verificando u y v
las 1), ii) y [R].

Si v es impar (resp. par), como j es impar v + j + 2 es par (resp. im-
par) y, por tanto, satisfacen ii).

Parai),siv = ax.bB....pd(a, b, .. p primos), entonces ax . bB . . .
... p% 4+ (j + 2) 52 m . a, por ejemplo, y para ello basta que (j + 2)
no sea multiplo de a, luego tomando la descomposicion prima dej + 2 =
= 3h Bk . ..rl nos servird para nuestros fines cualquier numero v que
no sea multiplo de los divisores 3,5, .. r dej + 2, y este numero siem-
pre es posible, pues basta considerar el 3 .5 ... r 4 1. La tnica condi-
cion restante es la [R] y para ello basta elegir adecuados exponentes de
los divisores de j 4 2 y afadirle la unidad 3s .5t . . . rPp + 1. Luego existe
una infinidad numerable de conjuntos A; con j € I.

Para cada v;r con § € I, la pareja vy, uyr = vy + j implica

Ay = {lay, by, ¢r) | cjr = byr + J*}

pues

or = (vp + ) — 0% = 2ur + j*
by = vy (5 + )
er = (e + J)* + 04 = 2wy (yr + J) + j2 = bir + J*

con lo que el conjunto {a;} recorre una sucesion de primer término
jRuyr + j)y tal que ¢, -+, = @yn + 2j(up+,—un) paran=1,2,3,...,
y esta es una subsucesion de la [3], pues el primer término es impar
y los deméas se forman afiadiéndole al anterior un multiplo de dos.

Finalmente, para demostrar que A, y A; (i 5% j) son disjuntos, basta
suponer que su interseccion contiene a la terna (a, b, ¢), lo que implica
que existe una pareja u, v verificando las condiciones [2], i) y ii). Esta
pareja es unica, pues la aplicacién entre el conjunto P de estas parejas
ordenadas y el de ternas primitivas T de 4 es biyectiva, ya que a cada
pareja le corresponde sélo una terna después de aplicar las expresio-
nes [1] y la convencion de los signos que hicimos, y con las condicio-
nes i) y ii) se obtienen todas las ternas primitivas del conjunto .

Luego se verificaria
u=uov-+i por pertenecer a A,
u=uv+4+7j por pertenecer a A;

y este sistema es imposible, a menos que i = j, con lo que el teorema esta
probado.
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