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COMPLEMENTOS AL
«DIFFERENTIALGLEICHUNGEN~» DE E. KAMKE

por

Francisco Javier Erice RODRIGUEZ

Dado que la solucién de la ecuacién diferencial lineal de segundo
orden solo es posible integrarla cuando los coeficientes son determina-
das funciones o existe alguna relacion entre ellos, se indican algunos
métodos particulares para reducir a cuadraturas la integracion de al-
gunas ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.

El interés de éstos es permitir integrar ecuaciones que no figuran en
el conocido repertorio de Kamke, Differentialgleichungen Losungsmetho-
den und Losungen, ni en Ordinary Differential Equations and their Solu-
tions, de G. M. Murphy, o los que aparecen son casos particulares de los
aqui tratados.

Método 1.0

Dada la ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficien-
tes variables, ser4 posible escribirla en la forma:

a) Y“IY + A(z) Y/Y + Blz) =0
Haciendo el cambio

Z = Y"”[Y + f(z) con f(z) de momento arbitraria y = 0
Y'Y = Z — f(z)
7z =Y"|Y —(Y'[Y)* + f(2)

con lo que la ecuacioén a) queda
2+ 7* — 2L f(x) + f¥z) — ['(z) + Alz) (Z —f(z) ) + Blx) =0
Imponiendo la condicion
b) i) — f'(x) — Alz) f(z) + B(z) = 0
nos queda la ecuacion de Bernoulli, resoluble por cuadraturas

¢) 7'+ 2t + Z(A(z) — 2f(x) ) = 0.
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Por tanto, si logramos resolver la ecuacién b), serd resoluble la lineal
de segundo orden. La dificultad estd en que b) es la ecuacion de Riceati,
que solo es resoluble en determinadas condiciones particulares. He aqui
algunas de ellas.

1. 8i en b) hacemos

entonces

fiz) —f(z) =0
de donde .

) = ———
con lo que

A(z) = — B(@) (z + k)
Es, pues, resoluble la ecuacién
Y 4 @) Y — ) =0
x + k

2. Sien b) tomamos
f(z) + Afz) flz) = 0
entonces
fz) = e — | Ale) dz
f¥(z) + B(z) = 0
con lo que
Blz) — e —2 [ Alz) da.

Es, pues, resoluble la ecuacioén

Y + f(x) Y/___e'——?/ff(x) dl’. Y = 0.

3. Sien b) tomamos f(x) tal que

entonces

luego
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Es, pues, resoluble la ecuacién
Y+ fle) Y + fl2) Y = 0.

Notese que esta ecuacidn coincide con Y + (f{x) Y') = 0 de inte-
gracién inmediata.

4. Es posible también en b) dar a la funcion f(z) cualquier valor
o funcién determinada y ver la relacion que existe entre los coeficien-
tes A(z) y B(z). Asi, y sirvan como ejemplos:

a) Para f(x) = 1 la ecuacion b) queda
1 —A{x) + Bla) =0
luego es resoluble la ecuacidn
Y? 4+ f2) Y A+ (fzg) —1) Y =0
b) Para f(x) = k resulta resoluble la ecuacion
Y' + f{x2) Y + kflz) — k)Y =0
c) Para f(z) = x resulta resoluble la ecuacion
Y7+ fz) Y+ {zf(z) -1 —2) Y =0
d) Para f(z) = sen z resulla resoluble la ecuacién
Y + f(2) Y + (senz - flz) + cosx —sen?x) Y = 0
La ecuacion mas general resoluble por este método sera
YY" 4 Afx) Y+ (Alx) Hz) + [(2) —fz) ) Y =0

siendo f(x) arbitraria.

Meétodo 2.0

Partimos de la ecuacién Y’ + A(z) Y’ 4+ B(z) Y = C(z) y admitimos
la existencia de un factor integrante n = n(z), tal que

nY” 4+ nA{z) Y + nB(«) Y = d¥nY) = nC{r)
En estas condiciones la solucion es muy simple de hallar. pues
d(nY) = [ nC(z) dz + k,
nY = f ( [ nC(z)de + k) dz + k,
con lo que

Y = n=1 [ ( [ nCla) dx + k) dz + k.
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Para que esto sea posible, serd necesario

nY’” 4+ nAlz) Y + nB(z) Y = nY” 4 2n’Y’ + n”Y = d¥nY)
e identificando coeficientes

nA(z) = 2n’
nB(z) = n”
Entonces
n = efA(m)/2 de n’ = nA(z)[2
n’ = n(A(z)/2)2 + nA’(x)/2
y como

n’ = nB(z)
sera resoluble la ecuaciéon

Y7 + f() Y+ (fH@)/4 + F(2)2) Y = Clz)

La resolucion de esta ecuacion aparece en el citado tratado de Kamke,
mediante un cambio de variable y de funcion.

Meétodo 3.0

Si logramos poner la ecuacién homogénea bajo la forma
Y+ Alz)Y +Ba)Y =(D +a)(D+5bY

donde a = a(z) y b = b(z), entonces serd siempre posible hallar su solu-

cidn, siempre y cuando tengamos en cuenta que dichos factores no son
conmutativos en general.

Para que esta factorizacion resulte conmutaliva, se requerira
Y 4+ (a+bY + b 4+ab)Y =YY" +{a+b)Y + (a" + ab)Y
lo que implica

al p— bl
{caso particular, a y b constantes).

tivamente la ecuacién de partida,

Por tanto, para factorizar conmuta-
te que

serd condicion necesaria y suficien-
a + b = Alx)
b + ab = a’ + ab = B{x)
sistema que equivale a la ecuacién de Riceali

b + A(z) b — b* = B(z)

¥y que coincide con la ecuacién b) del primer método. Son, pues, necesa-
rias condiciones supletorias.
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a)} Teniendo en cuenta la conmulatividad, entonces
a=0b-4+k
luego
B(z) = A¥x)/4 + A'(z)]2 — k*/4

que es la condicion del segundo método generalizada con una cons-
tante.

b) Esla 1dea se puede generalizar al caso
a—=b + ()
perdiéndose la conmutatividad, obteméndose
Blr) = A¥x)/4 + A'(2))2 — [A(1)/4 — ['(2)]2

¢} En general, una condicién supletoria sirve para resolver el sis-
tema. Sirva como ejemplo el caso

a = b - f(zx)
que, sustituyendo en la primera ecuacién, nos queda
b = Al@)/(1 + f(z))

v, linalmente,
A(z) Alr) (Alx) f(a) — [(x) )

+
1+ fla) (1 + fla) )?

B(z) =

Metodo 4.0

Una ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden homogénea, me-
diante un cambio de variable, serd posible escribirla en la forma

Y'+ Q@Y =0
Intentando la descomposicién

D+ DEHY =Y"+@a+)Y + B +ab)Y =YY" 4 Olz)Y =0
Identificando coeficientes. obtenemos la ecuacién de Riccati

b — b* = Q(z) 1]

La solucién de dicha ecuacién vamos a suponer se descompone en
la solucion de la ecuacion homogénea y de una integral particular

b = by + bp [2]

11 caleulo de bp es simple, pues es una ecuaciéon de Bernouilli, ad-
mitiendo la solucién
1
bh = — ——r 3}
x4k
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Sustituyendo en [1] la solucion [2], tenemos

= Q(z)
0, nos queda

b’p — b — 2 bp = Q(z)

(4]
y particularizando el término independiente a la funcion adecuada, tal
que

b'n + b'p — b — b% — 2bn bp
que después de considerar b'n — b%

—2bn bp = Q(z)
y sustituyendo bp en [4] tenemos

—R0bn Q'(z) + 2b'h Q(x) — Q*(z)

dividiendo por Q%) y efectuando el cambio de variable Z
tenemos

= 1/O(a)

2Wn 2 4+ 2Whl =1
con lo que

2bn
Ofx) =
T + k,
luego
1
bp = —
z -+ k,
y, finalmente,
1 1
b = bh —l— bp =

z + k,

x 4+ k,
luego la ecuacién serd resoluble siempre gque

2
Ofx) =
(2 + ki) (z + ko)






