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NOTA SOBRE UN
TEOREMA DE APROXIMACION

por

Juan M. Gracia MgrLero

I. INTRODUCGCION.

En varios de sus libros, R. Bellman expone un teorema que afirma
que el conjunto de las matrices complejas que tienen raices caracteris-
ticas distintas es denso en el espacio de matrices complejas de orden
dado, normado con una de las normas habituales. El hecho de que todo
polinomio est4 asociado —en el sentido de la teoria de anillos princi-
pales— al polinomio caracteristico de alguna matriz sugiere, facilmente,
un teorema andalogo para polinomios. Nos ocupamos de este teorema,
de su equivalencia con el anterior y de algunas consecuencias.

En el espacio de polinomios usamos una norma sencilla, pero equi-
valente a otra muy utilizada en la feoria de la aproximacion uniforme
por polinomios.

Hemos trabajado con los cuerpos ¢, R y €, procurando mantener
en los enunciados todo el contenido referido a un mismo cuerpo; lo que
no ha sido posible en las demostraciones, por el hecho, bien conocido.
de que un polinomio con coeficientes racionales o reales puede tener
raices complejas con parte imaginaria distinta de cero.

Hemos empleado sistematicamente la nocion de resultante de dos
polinomios, mirada como funcién continua de los coeficientes de éstos.
También, hemos usado la reduccién de una matriz a las formas triangu-
lar, de Jordan y natural. Asimismo, deliberadamente damos a veces
dos y mdés pruebas de un resultado para ilustrar las técnicas empleadas.

Finalmente, indicamos algunas aplicaciones de los dos teoremas de
aproximacién que tratamos en esta nota.

II. NOTACIONES Y TERMINOLOGIA,

Siempre que no se advierta explicitamente lo contrario, la leira K
designara en esta nota uno cualquiera de los cuerpos ¢, B o € con su
topologia habitual. Con el uso de la letra neutra X, se quieren destacar
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propredades gque no tienen en cuenta las diferencias entre el cuerpo de
Jos numeros racionales, el cuerpo real o el cuerpo complejo.

Cuando, en lo sucesivo, se susbituya la letra X por @, B o €, se enlen-
dera que ese enunclado queda referido al cuerpo elegido. Asi, por ejem-
plo, <1 hablamos del Lleorema 1-C, se enlendera que nos referimos al
teorema cuyo enurnciado se ha oblemdo del teorema 1-K, sustituyendo
en todos los lugares la leira K por la €.

Para cada entero n > 1, My (K) designara ¢l espacio veclorial de
matrices cuadradas de orden n con elementos del cuerpo K.

Seh A = (ay) una de tales malrices cuadradas; definimos
hatfl= § Jayy,
l<t,7<n

stendo | - | el valor absolulo habitual en K.

S1

Tn

conzm eKparal = 1,...,n, se defline

fali = 0l

1=1
Se demuestra facilmente que
IfAll =20
siysolosiA =20
Heall=Tlect [[Al
HAa+Bl <llAll+]IBI]
HABI <|[A] [IB]
HAzi <Al N1zl

cualesquiera que sean
A, BeM,K)rekK, recKn

Esto defline en M, (K) una de las fres normas habituales.

Pasemos ahora a los polinomios.

Para cada entero n > 1, H, (K) designara el espacio vectorial de
polinomios con coeficientes de ¥, de grado menor o igual que n.
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Dado f € Hp (K), digamos f(z) = ¢4 + @,z + ... + an z7, donde

Gm4y, = ... = anp = 0 si el grado de f es m, definimos la norma
n
(= fad
i=0

en ¢l espacio H, (K).
Designemos ahora por E un subconjunto acotado del plano complejo,
que tenga al menos n + 1 puntos, y definamos

I lle = sup |flz) |
zek

donde f € Hp (K).

Como E esta acotado, existe un numeroreal M > 0, tal que |z | < M
para todo punto z de E. Por otro lado, | f | es una funcién continua (por
ser f un polinomio), por lo que estd4 acotada superiormente en el disco
cerrado D(0; M) de centro el origen y radio M; y por lo tanto | f(z) | se
mantiene acotado superiormente en E. Asi, pues, || f ||c es un ndmero
finito para cada f ¢ Hp (K).

Es facil probar que || - ||z es una norma sobre Hp(K). En efecto,
{7 {le = 0 siysélosif=0sededuce del hecho de que si un polinomio
de grado < n se anula en mas de n puntos, debe ser el polinomio cero
(ésta es una de las razones por las que se ha exigido que el cardinal de E
fuese mayor que n). Las otras condiciones que debe cumplir una norma
se deducen facilmente de las propiedades del extremo superior de un
conjunto de nameros reales.

En esta segunda norma empleamos la notacién || - ||z para hacer
notar que depende del conjunto E. No obstante, ahora veremos una
proposicién que nos dice que la topologia métrica que || - ||z induce en

Hp(K) no depende del conjunto E, siempre que ésie se elija acotado
y con mas de n puntos.

Proposicion 1.—Las normas || - || v |- ||g, definidas sobre Hp(K),
son equivalentes.

Prueba. Todo lo que debemos hacer es probar que existen dos nu-
meros reales a > 0, b > 0, tales que

Hile <allfil y UFAH<bflle

para todo f € Hp(X) {(ref. 2), Cap. 1X, §3.3 Proposition 7].

La existencia de la constante a es trivial. Como E es acotado, existe
un numero real M > 0, tal que |z| < M, Vz € E. Por otro lado, las
funciones continuas 1,}z|,]z*|, ..., |z¢]| estdn acotadas en el
disco cerrado D(0; M) de centro el origen y radio M. Elijamos « de ma-
nera que

max |zm| <a,paratedom =20,1,...,n;
lz[<M

luego en particular es ¢ > 1, y por lo tanto ¢ > 0.



Por consiguiente, para cualquier z € E se tiene que

n
(o)1 < X lam| 1| <allf]],
m=0

siendo
flz) = as + a1z 4+ ... 4 anzn.

Por lo tanto

Hlle <ailfll

cualquiera que sea f € Ha(K).

Obsérvese que si E C R, entonces existe un intervalo cerrado [¢, d]
que contiene a E, y bastaria utilizar la acotacién de las funciones con-
tinuas 1, z, z%, ..., o sobre [c, d].

La existencia de la constante b es algo mas dificil de probar. Sea f
un polinomio cualquiera perteneciente a Hp(K), digamos f{z) = a0 +
4+ dy z + ... + dn 27 Elijamos n 4+ 1 puntos distintos

21y Zgy « v 05 Znta 1]

del conjunto E (éste es otro motivo por el que hemos condicionado el
cardinal de E a ser mayor o igual que n + 1), que conservaremos fijos
en el resto de la prueba

Entonces
@ + 4,z 4+ a5t 4+ ... 4+ an it = f(zy),
e + @ Zz + A 2,2 4+ ... 4+ dn 2t = [(z,),

................................................ [2]
@y + 01 Zn41 + G2 ZPn4q + oo+ O B = f(Znd).

Si conocemos los puntos [1] y los valores de polinomio en estos
puntos, podemos calcular los coeficientes a,, a,, . . . , ap de este polino-
mio a partir del sistema de ecuaciones lineales [2], cuyo determinante

1 =z z,® N X
1z, zZ* ... oz ’
D=1- . . .
1 zZngq 2%+, ... ZMpg,
es un determinante de Vandermonde, y como 108 nimeros z;, . . . ., Zn4y

son distintos, D es no igual a cero. Por lo que, usando la regla de Cramer,
obtenemos

1z ..zt flz) ozt ozyn
Tly zg oozt flz) z+i... zn

ax = — , (=0, 1, ..., n).
D

f1 k41 n
1 zaga.. o Zpy flen+1) 231 -+ - Zph1



— 201 —

81 desarrollamos ¢l determinante del numerador por los elementos
de la columna (k + 1)-ésima, se obtiene la expresién

ar = Aig f(zl) + A9k f(zz) 4+ e Ant ok f(zfl‘(“l)

donde .
Ak , A2k , ..., Ant ik

estan lotalmenle determinadas por los puntos [1] y el numero k, pero
son independientes del polinomio elegido,
De donde se deduce que )

lag ] <(JAwe | + A2k |+ .o+ [ Antue D e, (B=0,1,...,nk

Por tanlo, si ponemos :
o

n <

b= Z(IA1RI+IA2A[+---+IAn+1,k|)
k=0

«

se tiene que

n
= X tel <ol s \
k=0

para todo
[ € Ha(K),

donde b es independiente de f, y mayor que cero. Ya que si fuese b = 0
se tendria que A = O para tode i = 1, ..., n + 1; y para todo Ik =
=0,....,n. Y porlo tanto @, = &, = - -+ = an = 0 para fodo poli-
nomio f(z) = do + @, 2 + ... + @n z7; lo que es absurdo.

Esto completa la demostracion.

II1. TeoreEmA 1 - K

Dada A e Mp(K) y un namero real ¢ > 0, existe B € Mn(K), con raices
caracteristicas distintas, ial que || A — B || < = :

Prueba. Consideremos la matriz A + E, donde E = (ey), con
E e Mp(K). Si A -+ E tiene una raiz caracteristica multiple, entonces
fu(z) = | A + E — z I |y f'u(2) tienen una raiz comun. Si fr(z) ¥ f'r(2)
tienen una raiz comun, la resultante de estos dos polinomios, R(E) =
= R (fr, {'z), debe anularse.

R(E) es un polinomio en las n? indeterminadas €y, €15 , ... , @an.
Brevemente R(E) € K [eyq, €15 ... , €nn], digamos

2: my M2 Mpp
R(E) = dmiimig. .My 311 312 o eﬂﬁ

-t

(Mg, Mg, o ooy Man) o ot o
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donde la familia

a e
{ mii Mig Mpn }(mllr Migs « v oy mnn) e Nnsg

de elementos de K tiene «casi todos los términos nuloss.
Queremos probar que existe una E = (¢;;) € My(X), tal que

1B = X lejl<e y RE)#O.
1<i,jgn
Lo haremos por reduccion al absurdo. Si tal E no existiese, seria
porque para todo E € Mp(K), tal que || E || < ¢ se tendria que R(E) = 0.
Tomemos una E = (eij) de éstas, tal que || E || < ey & % 0 para

Y : .o ® o - .
todoi,j =1,...,n. Dejemos fijos e,;, ;5, ..., enn. Podemos elegir ¢,,
de infinitas maneras en K, de manera que

€13 8'12 ces ém ‘
€2y €23 ... En
. <
E'ru éng e.nn I
pues
Y .
ZI lei | <||EY <=&;
(i,J) #(1,1)
y por tanto
2: mn ‘m *m
amyy mig » » « Mpn euu 61;2 e En:n [1]

(myy, Mys, - . ., Mnn)

se anula para infinifos valores de ey, € K. Ahora bien, [1] puede mirarse
como un polinomio con coeficientes de K en una indeterminada, e,

(i.e. un elemento de X[e,;}), y como é” % 0 para todo i, j =1,...,n,
se tiene que amy; mys - . . m,, = 0 para todo (my, misy .+ .., my,) € Nn&
Por lo que R(E) seria el polinomio cero de Kle,;, ey, . . ., €nn], y por lo
tanto R(E) = 0 (numero cero) para todo E e Mp(X).
Mas esto es imposible, ya que tomando e;; = —ay; si i £ [, vy ei =
= [ — o queda
1 0 0...0
0 2 0 0
A+ E= 0 0 3 0

0 0 O0...n
cuyas raices caracteristicas son simples, a saber: 1,2, 3, ..., n.
Esto completa la demostracion.
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Nota. 8Si K = R, puede modificarse el argumento anterior, para
probar que R({E) es igual al polinomio cero, usando las derivadas par-
ciales. En efecto, identificando E = (ej ) con el vector

(311: €129 » « + 5 C1ny €315 €22y - o+ 5 €205 -0 5 €Ny Ry, .. vy Cnn) € an’

i. e. identificando Mp(R) con Rn?, se tiene Rn? como espacio vectorial
normado con la norma

NE || = Z e | .

1 <i,jgn

Decir que R(E) = 0 para todo E € Mp(R) tal que || E ]| < ¢ equivale
a decir que existe una bola cerrada B (0 ; ¢) de centro 0 y radio ¢ del

espacio Bn? en la que se anula R(E); por otra parte, las normas
IEN= > le|yIlEll= V D e
1 <i,jgn 1 <i,jgn

son equivalentes en Rn2, lo que implica que los limites calculados con
una u otra, si existen, son los mismos. Por lo que las derivadas parciales,
de todos los 6rdenes, de R(E) con respecto a las ¢j se anulan en 0 e B(0;¢),
yva que R(E) es constante sobre B(0 ; ). Y como

omy+mp+ o + mpy, R

(0) = (mul mu! “en Mnn!) Amiy mig «es Mmpyp»

myy mMyg Mpn
aen ae12 vee aenn
se sigue que
Amyy M1z + « « mpn = 0
para todo (myy, My, ... , Mpn) € N22, pues m! £ 0 para todo entero

m > 0.

Otra prueba del teorema 1 — C.

'
Como € es un cuerpo algebraicamente cerrado. existe una matriz T
no singular tal que

Ay by ... b

Ao .. ban
T-1AT = .. . = A
0 0 ... 2n
donde 3, ..., hn son las raices caracteristicas de A. no necesariamente

simples. La matriz A es triangular.
Como T es no singular, se tiene que T £ 0 y T—1 3£ 0; por lo tanto,
HTH#0y || T—]] # 0, pues {{- || es una norma.
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Elijamos-ahora n numeros complejos distintos 27y, . .. , Ay, tale§ que

n

Z [ — 2| <=~———-e———-—--—
’ LT qL )T

ci=1

Si C es la matriz

2y bygo..bin
0 7\’2 oo bzn

- 0 0 ... Wy

se tiene que

n

A— = 1 — Ay <_—”“’—"€ .
la—cl= X in—] T T

- i=1
Si ponemos B = T C T—1, entonces B tiene por raices caracteristicas
!)\’1, «++ s Mn, que son distintas., Ademds
IA—B|=[|TAT-1—TCT || = || T(A—C) T || <
HTHWHA—CII Tt ]| <=

Esto completa la demostracion.

Nota. Es evidente que podria haberse usado, en el argumento an-
terior, la reduccién de la matriz A a la forma canonica de Jordan.

Corolario 1 — C.—Dada A e Mgp(C), y un namero real ¢ > 0, eaiste
B e Mp(C), con raices caracteristicas distinlas, no singular, tal que

|A—B]| <=

Prueba. Si se observa la demostracién anterior, se ve que es posi-
ble elegir los nuimeros 1’y ..., A\’s teniendo_el cuidado de que ninguno
sea cero. Iisto completa la demostracion.

Otra prueba del teorema 1 — Q.

Como @ c R, dada A e Mu(Q), por el teorema 1 — R existe B, € Mp(R),
con rafces caracteristicas simples, tal que

g
HJA—B; ] < —.
2

Designemos con Px el polinomio caracteristico de la matriz X.

-Bea R{f, ) la resultante de los polinomios f vy ¢; por tener B, sus
raices caracteristicas simples se tiene que R(Ps; , P's,) # 0. >
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Ahora bien, por el lema 2 — R (cuya demostracién veremos mas
adelante) X —— Px es una aplicacion continua de Ma(R) en Hp(R).

Por otra parte, f —— R(f, f') es una aplicacién continua de Hp(R)
en R (por ser la resultante de f y f un determinante —y por lo tanto un
polinomio— en los coeficientes de f). En consecuencia, X —-» R(Px, P’x)
es una funcién real continua definida en Mp(R); en particular, es con-
tinua en B,, y, como R(Pg,;, P’s;) # 0, existe un ntmero real § > 0,
que podemos elegir menor que e/,, tal que R(Px, P’x) 3£ 0, siempre
que || X — B, || < 3, X e My(R). .

8i, ahora, tenemos en cuenta que M,(Q) es denso en Mp(R) (por ser @
denso en R}, vemos que es posible elegir B € Ma(Q), tal que || B— B, || <3
y por consiguiente R(Ps, P’s) £ 0; lo que significa que las raices carac-
teristicas de B son simples.

Como

concluimeos finalmente que
£

— = g,
2

IA—B| <||A—B, || + |[B,—B || <§+

Esto completa la demostracién.

IV. TeoremaA 2 — K

Vamos a trabajar ahora en el espacio de polinomios Hp(K). Segin
vimos en la proposicion 1, y con aquellas notaciones, las normas || - ||
v |l - ||= son equivalentes. Por lo tanto, los resultados de este apartado,
que solo dependen de la topologia de H,(K), valen para cualquiera de
las normas || - || ¥ I} * |l&-

Por razones de comodidad emplearemos en las demostraciones la
norma || - ||

Teorema 2 —K.—Sea n > m > 1, y sea Gu(K) el subconjunito de
Hp(K) formado por los polinomios de grado m. Enionces el conjunio,
Sm(K), de polinomios de grado m, con coeficientes de X, cuyas raices son
simples, es denso en Giu(K), respecto de la topologia de Hn(K).

Prueba. Esta demostracion es valida para K igual a @, R o C.
La técnica usada es la misma que la de la prueba del teorema 1 — K.

Queremos demostrar que Gp(K) c© Sm(K). De manera equivalente,
dado el polinomio f € Gu(K), v €l nimero real ¢ > 0, queremos probar
que existe un polinomio g € Sp(K), tal que ||/ — g || < .

Sea f(z) =d¢ + ... + dm—y 271 + am zm; consideremos el polino-
mio fg(z) = (2o + &) + . . . + (gm—y + Sm—y) 271 + am 2zm, donde
S = (3, 8, ..., 8m—y) € Km, Si {5 tiene una raiz multiple, entonces
fsy [gtienen una raiz comun. Por consiguiente, su resultante, R(8) =
= R(fs, f'5), debe anularse,
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R(3) es un polinomio en las m indeterminadas &, &, ... , m—.
Brevemente R(8) € K {8y, 8, ..., 3m—y], digamos

R(3) = Z Gro .o rpy 80 ... 3T

(Pos + v v sy Tm—y)
donde la famulia {are ... rp | Hrey -+ o s rm_y) € Nm de elementos de K,
{iene «casi todos los términos nulos».
Queremos probar que existe un § = (3, ..., dn—;) € Km, tal que
m—1
131= X8l <c v R)~0.
i=0

Lo haremos por reduccién al absurdo. Si tal § no existiese, seria
porque para todo 8 € Km tal que || § || < ¢ se tendria que R(8) = 0.

Tomemos un § = (8, 85, ..., dm—;) de éstos, tal que || 5 ]| < ey
3, 5 0 para todo i = 0,1, ..., m— 1. Dejemos fijos &, ..., Sm—y.
Podemos elegir 8, de infinifas maneras en K de manera que
o 81 oo oy om) | < &
pues
m—1
Dtk <nsi<e,
i=1
y por lo tanto
Z Arory .- Fme—y 3;0 3:1 N .3:1’171 [1]
(ro, Ty oo vy rm—l)

se anula para infinilos valores de 8, € K. Ahora bien, [1] puede mirarse
como un polinomio con coeficientes de K en una indeterminada, 3,

(i. e. un elemento de K[3,]), y como §; 540 paratodoi =1,...,m—1,
s¢ tiene que arg ry . . . rp,_, = 0 para todo (re, 7y, - . ., Pm—1) € N™M. Por lo
que R(3) seria el polinomio cero de K[3,, 8,, ..., dn—], ¥, por consi-

guiente, R(8) = 0 (numero cero) para todo 3 e K.
Pero esto es imposible, ya que el polinomio h(z) = am (z — 1) (z —

—2)...{z— m), de grado m, tiene sus raices simples, a saber: 1,2,...,m
y desarrollando k(z), obtenemos h(z) = am zm + bn—y, 27— 4+ ... 4 by,
por lo que h = fg si definimos & = (3, 8, ..., dm—y) a8l: 8, = b, —
— doy « v+ s Om—1 = bm—1 — @m—;.

Esto completa la demostracion.

A continuacién, pecando una vez mas de redundancia, daremos una
demostracion para el caso K = {, usando el teorema 2 — R, y que Q es
denso en R.
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Otra prueba del teorema 2 — Q.
Sea f € Gm(Q) y € > 0; por el teorema 2 — R existe g, € Sm(R), tal que

N —g |l < —.
2

Como g, y ¢’y no tienen raices comunes se sigue que R{g,, g';) % 0; por
otra parte, ¢ —— R(g, ¢’) es una aplicacion continua de Gm(R) en R,
por lo que existe un nimero 8§ > 0, que podemos elegir menor que ¢/,,
tal que R(g, g°) 5% 0, st.empre que || g, — ¢ || < 3. Ahora bien, Gn(Q) es
denso en Gin(R), luego existe un g € Gin(Q) que verifica || g, — ¢ || < 8, ¥y
por consigutente g € Sn(Q), ya que R{g, g°) # 0.

Como
£

3 < —,
2

concluimos que

=gl <l f—gall + I h—gl] < — 4 — = ¢
2 2

g

“sto completa la demostracion.

Corolario 1 — K.—S81 p > m > 0, se tiene que Gm(K) c Gp(K); y por
lo tanto Gm(K) c Sp(K).

Prueba. Sea f(z) = ay + ... + am zm un elemento cualquiera de
Gm(K), y supongamos dado un nimero real ¢ > 0. Si tomamos g(z) =
= gy 2P + am z™ 4+ ... + d,, se sigue que

m
4 €
It—gll= X la—a|+—=—<e
2 2
=0

>

Asi, pues, Gm(K) c Gp(K)

Por otra parte, Gp(K) ¢ Sp(K]); lo que implica que Gp(K) c Sp(K),
luego Gm(K) c 5,(K).

Esto completa la demostracion.

Corolario 2 — K.—Sea n un eniero posiiivo (n > 0). El conjunio
Sn(K) de polinomios de grado n, cuyas raices son simples, es denso en
Hn(K); y como consecuencia, el conjunio S(K) de polinomios de grado
> 1, de Ha(K), cuyas raices son simples, es denso en Ha(K).

Prucba. Designemos por 0 al polinomio cero. Entonces, evidente-
mente,

Hn(K) = { 0} U G(K) U G,(K) U ... U Gp(K) [1]
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Por el corolario 1 — K se tiene que

Go(K) U ... U Gnp(K) € Sy(K) [2]

Ademads, 0 € Sy(K). En efecto, dado el nlimero real £ > 0, conside-

remos el polinomio de grado n,

4
— ZN,
2

9(z) =

Como Gn(K) © Su(K), existe f e Sp(K), tal que

g —f1 <—.
2

Por lo tanto,
HO—Fll <l0—gil +lg—Fll <ela+ ela=c¢
Lo que implica que
0 & Sp(K).
Por consiguiente, de [1] y [2] deducimos que
n

HaK) = {0 }U ( u G,n(K)) C Sq(K).
m=0

Por otra parte, de Sp(K) € S(K) se deduce que Sp(X) € S(K). De
donde

Ha(K) © S(K),

lo que mmplica

Esto completa la demostracion.

Corolarto 3 — K.—Dados | € Gm(K), un subconjunto finiio F de C,
y un numero real € > 0, existe un polinomio ¢ € Sp(K), cuyas raices estdn
fuera de F, tal que || f — g || < =

Prueba del corelario 3 — G.

Por el teorema 2 — C existe un polinomio g, con coeficientes comple-
jos, de grado m, cuyas raices son simples, tal que

Hf—g:ll <l [1]
Sea ¢, (2) = bm zm + bm—y zn—* + ... + b, este polinomio, y sean
Zi, Zsy . ... Zm SUs raices, cuyos subindices consideramos fijados desde

ahora. Sabemos que ¢,(2) = bm (z ~— 2;) (2 — 23) . . . {2 — zm).
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Pongamos
(z—2z)) (22— 23) oo . (2 —Zm) = 2M + ey 2M—1 - L L 4 Cp

de donde se deducen las férmulas (Vieta) que relacionan los coeficientes
vy las raices de una ecuacion polinémica:

Cm—h == (—‘l)k Z Z11 %1 ¢ 0 Z’k’

donde la suma del segundo miembro se extiende a todas las partes
{ iy ...,k }con k elementos del conjunto{ 1,..., m}(k = 1,...,m).
Evidentemente, para cada F,

(Ugy ooy Um) —= dm—k (Uyy ooy Um) = (—1)F T iy Uy .. Uy,

es una aplicacion continua, dm—k, de G en € (funcién simétrica elemen-
tal). Y por lo tantlo,

(lll, veey Um) > (1, dm——n dm—z; rer dl))

es una aplicacion continua de €m en Cm+1; por consiguiente, existe un

numero 8 > 0, tal que si || (z4, ..., Z;m) — (U, ..., um) ]| < 3, se sigue
que

1

.(11“"9 =H(l,cm_1,...,co)—(1, dnl——1,---,do) H<
bm
€ 1
T2 | b

donde

gz) = zm 4 dm—yzm—1 + .. b dy = (2~ 1y) ... (2 — Un)
siendo

dm—t = dmp—tc (Uy, ..., Um) 3 B = 1,..., m.

Como las raices z,, . .. . z;» son distintas, podemos trazar un pequeno
circulo de radio 8, alrededor de z de manera que los discos abiertos
D (z ;&) (i =1,....m)scan disjuntos dos a dos, Es evidente que po-
demos elegir cada §, menor que §/m.

Por ser F finilo podemos elegir un puntlo v, € D(z, ; &) — F para
cada i = 1, ..., m. Entonces

m
Wizs ooy zim) — (Ug, o ooy Um) Il = E lzo—uv | <
=1

m
8

< Z 8 < m-— = 3.
m

1=1
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luego
1 ! e 1
g, — h < — 3 [2]
m 72 (bl
donde h(z) = (z —uv,) ... (2 — vm) ¥, evidentemente, las raices vy, . . ., Um

de h son distintas y estan fuera de ¥ por la manera de elegirlas; y lo
mismo ocurre al polinomio, de grado m, g = by, h.

De [2] deducimos que || g; — ¢ || < ¢/, lo que, junto con [1], im-
plica que

Hf—gll <llf—g:ll + lgs—9gll <chh + ¢ ==
Esto completa la demostracion.

Proposicion 2.—Sea f(x) = fz,, ..., zn) un polinomio con coeficien-
fes complejos, no idénticamente cero, definido sobre R". Entonces el com-
plementario del conjunto f—(0) es denso en Bn.

Prueba. Sea y € R” un punto tal que f(y) # 0; sea z un punto cual-
quiera de B". o(f) = f(z 4+ iy — x)) es un polinomio con coeficientes
complejos en la variable ¢, no 1dénticamente nulo (9(l) = f(y) 5% 0);
por lo tanto, existen valores reales de ! arbitrariamente pequenios, tales
que (i) 7% 0. Esto demuestra que x es un punto adherente al conjunto
complementario de f—(0).

FEsta proposicion es andaloga a la Proposition 3 del § 1.4. Capitulo VI
(ref. 2).

Prueba del corolario 3 — R.

Dado f; por el teorema 2 — R existe un polinomio h € Syu(R) tal
que || f—h |} < ¢/,

Sea F = { oy, ..., up }; consideremos ahora el polinomio con coefi-
cientes complejos mu(z) = (z — &) . . . (z — op); sus raices, que son sim-
ples, son los elementos de F. Sea ahora g un polinomio cualquiera de
Gm(R); si identificamos G,(R) con Rm+1, podemos mirar la resultante
R(g, ms), de g y my, como un polinomio en los coeficientes de g. Este
polinomio no es idénticamente cero, pues, evidentemente, existen poli-
noraios g con coeficientes reales de grado m, cuyas raices no pertenecen
a F; por lo tanto, aplicando la proposicion 2, se deduce que el conjunto
{g € Gu{R) | R{g, ms) ¢ 0 } es denso en Gx(R).

Por otro lado, para cualquier polinomio P, la resultante R(P, P’)
es un polinomio en los coeficientes de P, por lo tanto Ia corresponden-
cia P —— R(P, P’) es una aplicaciéon continua de Gn(R) en R. Ahora
bien, como h tiene sus raices simples, se tiene que R(h, ') 5%~ 0; por lo
tanto existe un nimero real 3 > 0, que podemos elegir menor que ef,,
tal que R(P, P’) 3% O para todo P € Gn(R), tal que || P — h || < 8. (Sefia-
lemos, de pasada, que esto significa que en Gn(R) el subconjunto Sm(R)
es abhierto).
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En particular, podemos elegir un polinomio
ge{geGnR)| Rg, me) 0}
tal que
Hg—nlil <3,

por ser éste un conjunto denso.

Para este g, tenemos, pues, que R(g, g') £ 0, por lo tanlo, g € Sp(R);
y como R(g, mr) 5= 0, g tiene sus raices fuera de F. Ademas

Wf—gll <Uf—hll+lh—gll <efs +¢s ==

Esto completa la prueba del corolario,

Prueba del corolario 3 — Q.

Sea F = { «;, ..., op }; dado f € Gu(Q), y un numero real ¢ > 0,
queremos probar que existe un polinomio g e S;(Q), tal que
g(al)7&0 V;E{ ly---:p }:y ”f_'q“ < &

Como @ c R se sigue que Gn(Q) c Gn(R) ¥ Sn() ¢ Sn(R).
Por el corolario 3 — R existe ¢, € Su(R) tal que
gl(‘xl)¢0 Vle{ly---:l)},
que verifica
Nf—gll <cla.
Por otro lado, las aplicaciones:
P—— R(P, P') de Gp(R) en R

y
P —— R(P, mr) de Gp(R) en €

son continuas, donde mr es el polinomio de coeficientes complejos
me(z) = (2 — o) ... (2 — ap).

Teniendo en cuenta que R(g,, g’y) %= 0, pues g, € Su(R), v que
R(g,, ms) # 0, pues g, tiene sus raices fuera de F, vemos que se puede
encontrar un numero real § > 0 (que podemos elegir menor que ¢/,),
tal que R(P,P) £ 0y R(P, ms) 52 0si]| g, — P || < 8§y P e Gu(R).
Pero Gm(Q) es denso en Gp(R), ya que Q lo es en R; v, por consiguiente,
podemos elegir un polinomio g € Gn(Q) tal que || g, — g || < 3. En par-
ticular, para este polinomio g tendremos que R(g, ¢') # 0y R(g, ms) 54 0;
lo que significa que g € Sn(Q) ¥y que g tiene sus raices fuera de F. Ademas

=gl <llf—all+llga—gll <elz+ e/t ==

Esto completa la demostracion.
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V. EQUIVALENCIA DE 108 TEOREMAS 1 — K v 2 —K

Empezaremos probando que el teorema 1 — K implica el teorema
2 — K. Para ello, usaremos dos lemas, que exponemos a continuacion,

Lema 1 — K.—Sea A = (ay) una mairiz cuadrada de orden m con
elementos de un anillo K. Si H es una parte del conjunto { 1,2, ..., m }
se designa por An la malriz cuadrada formada por los terminos u,y de A,
tales que i e H y j € H. Sea

Pu(z) = det (A —z I)
el polinomio caracleristico de A. Si lo escribimos en la forma
(~—1)m Pu(z) = zm — 1, (A) 27—1 F 1(A) zm—2 — . 4+ (—1)" 15 (A)

entonces los coeficienles p(A) de este polinomio vienen dados por la formula

w(A) = Fdet(Aw) L (p = 1. m),
H

()
p
partes Hde { 1,2, ..., m } cuyo cardinal es igual a p.

No damos la prueba. Es facil. Ver, por ejemplo [(ref. 4), Cap. 3 § 7,
pagina 72].

donde la suma se exiiende a las

Lema 2 — K.—Sea n = m; la correspondencia A —— P que asocia
a cada matriz cuadrada A su polinomio caraclerisiico Pa, es una aplica-
cion continua del espacio Mm(X) en el espacio Hp(K).

Prueba. En Hp(K) usamos, como siempre, la norma || -}, lo que
nos permite identificar H,(K) con el espacio Kn+t, dotado de la norma

n
fall = 2 la, | , a = (ay 8y ..., an) e Knt1,
i=0

Sea A una matriz de orden m, como

det (A) = 2 e(o) (1)1 + * * Paim), mo

[+

donde o recorre el conjunto de las permutacionesde { 1, ..., m }, po=
demos considerar la funciéon determinante como un polinomio de m?
variables, y por lo tanio A —— det (A) es una aplicaciéon continua defi-
nida sobre Mmn(K) con valores en K. Por consiguiente, para cada entero p
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de 1 a m, la aplicacion A —— 7p (A} de My(K) en X es continua, y por
paso al producto cartesiano, la aplicacion

A—s ((—I)m 1y (A), ..., T {A), — 7w (A), 1)
de Mpn(K) en Km+3, es continua; y como la inyeceién natlural
(Goy G1y o ooy @m) ——= (Qg, Agy + v vy Am, 0y . .., 0)
de Km+1en Kn+1es continua, obtenemos la continuidad de la aplicacién
A s (—1)m ((—1)M 1 (A), ..., — T (A), L0, ..., 0)

de Mp(K) en Knt 2,
Esto completa la demostracion.

Comenlario. Este lema puede probarse de otras maneras. Por ejem-
plo, usando el método de Leverrier para la determinacion de los coefi-
cientes del polinomio caracteristico:

Sea Pu(z) = (—1)m [gm —p, zm—1—p, zm—2% — || — pp,] el polino-
mio caracteristico de una matriz A, cuyas raices son zy, 2,, ... , zZm, de
las que algunas pueden ser iguales. Pongamos

m
8f == E Z;k.

i=1
Entonces por las formulas de Newton
kpyk =Sk—pPySk—y— ... —Pk— $1 , (E=1,...,m) [1]

Por lo tanto, si conocemos los nimeros sk, por recurrencia podemos
obtener los coeficientes px.
Pero

81 =2, + 2 + ... + zm = Ir {A),

siendo #r(A), la traza de A, 1a suma de los elementos situados en la dia-
gonal principal de A,

Ademés, como se ve facilmente, las raices caracteristicas de Ak son
z,k, z.k, ..., zk. En consecuencia,

Sko= 28 L ZF 4 ... oz = ir(AR),

Asi, el proceso consiste en calcular sucesivamente las potencias
de A, luego calcular sus trazas y, finalmente, resolver la recurren-
cia [1]. [(ref. B), Sec. 47, Cap. 4].

Respecto a lo que nos interesa, como s; = p,, teniendo en cuenta la
recurrencia [1] bastard que probemos la continuidad de las aplicaciones
A —>sg(k =1, ..., m). Para ello, tengamos presente que la traza es
una funcién escalar de matrices, continua, por ser un polinomio en los
elementos de la matriz. Ademads, la aplicacién (A, B) — AB de Mp(K) x
X Mp(K) en Mp(K) es continua [(ref. 2), efemplo num. 2 de la Defini-
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cion 9, § 3.7 del Cap. IX]; por consiguiente, la aplicaciéon A —— Ak de
Mm(K) en M,(K) es conlinua, y por lo dicho antes A —-» r (Ak) es una
funcién continua definida en Mpy(K) con valores en K.

Proposicion 3. El teorema 1 — K implica el teorema 2 — K.

Prueba. Consideremos, en primer lugar, que n > m > 1. Sea fun po-
linomio de grado m, digamos f(z) = @, + @12 + . . . + @Gm—y 2= +am 2,
con coelicientes de K; supongamos dado un niimero real ¢ > 0. Que-
remos probar que existe un polinomio ¢, de grado m, con coeficientes
de K, y cuyas raices son siumples, tal que || f — g || < =

Consideremos la matriz de orden m

0 0 0...0—‘a0/am

...O—'—'allam
F=8lo 1 0...0—afq,

ot
[con)
<

0 0 0...1 —am—llam
F tiene por polinomio caracteristico

1

Py(z) = (—1)m f(z)s

am

lo que se comprueba facilmente. A la matriz F se le llama matriz com-
pafiera (Frobenius) del polinomio

1

f(2).

am

Utilizando el lema 2 — K, deducimos, por la continuidad de la
aplicacién A —— P, en F, que existe un ntmero real 8 > 0, tal que

€

[ Pe—Pe | < (1]

[am |

siempre que || F— B || < 3 y B e Mn(K). En cuyo caso, de [1]. teniendo
en cuenta la definicién de F, se obtiene que

<—, [2]
| @m|

1
’Pﬂm—~f~Pa
Um

y multiplicando a ambos miembros de la desigualdad [2] por | (—1)7 an |,
se deduce que

Nf—(—1)mam Ps || <.
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S1 tomamos B con raices caracteristicas simples —lo que es posible
por el teorema 1 — K-— se sigue que el polinomio g = (—I1)7 a,, Py
Liene sus raices simples y, evidentemente, es de grado m con coeficientes
de K. Esto completa la demostracién si m > 1.

En cuanto al caso m = 1, es ficil la prueba:

Sea f(z) = a, + a, z un polinomio de grado 1 con coeficientes de
K./ tiene tinicamente la raiz

ag

Zy = — ——

a,

b

que por lo lanto es simple. Asi, pues, G,(K) = S,(K) v esto completa la
demostracion.

Ahora pasaremos a probar que el teorema 2 — K implica el teorema
1 — K. Con este fin damos el siguiente

Lema 3 —XK. Sea f(z) =ap + a,z + ... + am—; 27— + ap zMm un
polinomio con coeficientes de XK, de grado m; y consideremos la mairiz

0 0...0—aygy,

L0 ... 0—ayq,
0 1...0—ajq,

0 0 ...1— am—q,

Entonces la correspondencia | —- F es una aplicacién continua,
O, del espacio topolégico Gm(K) en el espacio Mpu(K).

Prueba. Como grado (f) = m se tiene que am < 0. Identifiquemos
Mm(K) con Km2, y Gn(K) con el subconjunto {(a,, ai, .. ., am) € Km+1
| am % 0} de Km+1, Asi

—,
FE(0,0,...,D, , 1,0, ...
Am
0 —m—
., 0, s ,0,0,...,1, ———
am am

Por otro lado, las aplicaciones de Gupu(K) en K:
(au; Ayy oo vy am) —_ _ao/am >
(am gy oovy am) > "“—am—l/am ’

son continuas; luego, por paso al producto cartesiano. la aplicacién
f —— F es continua.
Esto complela la demostracion,
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Proposiciéon 4.—El teorema 2 — K implica el teorema 1 — XK.

Para demostrar esta afirmacién usaremos el corolario 3 — K del
teorema 2 — K, el lema 3 — K, v la reduccién de matrices a la forma
normal natural [(ref. 3), Cap. IV. § 60], que, como es sabido, es una
forma normal a la que puede reducirse la matriz en el cuerpo del que se
tomaron sus elementos.

Prueba. Dada A € Mp(K), vy un nimero real ¢ > 0, queremos pro-
bar que existe D e Mp(¥) con raices caracteristicas distintas tal que
A —DIi < =

Para ello consideremos los factores invariantes 1, . . .,
de la matriz A; donde f,(z) divide a f,4 ,(z) para todo i =
como es conocido.

Ahora, para cada polinomio fi(z) = @i + @iz + ... + @ m—y 27
4 z™: consideremos su matriz compariera (Frobenius):

]-:fl(z)a .. .,fs(Z)
1,2,...,8s—1,

0 O...O—'—‘am
1 0...0—"'011
B, = 0 1..-0-—&:2

Sea B la matriz diagonal en bloques que tiene por bloques diagonales
a Bl, ceey Bs:

,Bl

B = ,

Bs

La matriz B es la forma normal natural a la que se reduce la matriz
Aj; A es semejante a B, por lo que existe una matriz regular T e Ma(K)
tal que A = T B T4

Como T es regular, se tiene que T £ 0 y T— £ 0 ; por lo tanto

HT N0 v [IT=*|[50.

Para cada entero i e { 1, ..., s}, consideremos la aplicacién con-
tinua ®m, de Gm,(K) en Mn (K) definida en el lema 3 — K; por la conti-
nuidad de ®m, existe un numero real 8, > 0, tal que

€ 1

B — @mfg)) || < — ——— 1
s {ITH T W

siempre que || fi — ¢ || < 8, i & Gm,(K).
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Con el uso del corolario 3 — K del leorema 2 — K vamos a hacer,
para cada entero 1, una eleccién adecuada {a nuestros propésitos) del
polinomio ¢, € Gm,(K). Por el teorema 2 — K existe un polinomio

g1 € Sm(K) tal que || f; — ¢, || < 8,. Este polinomio tiene sus raices

simples que, en general, son numeros complejos vy, vy, ... » Umyie
Usando ahora el corolario 3 — K citado, podemos enconlrar un poli-
nomio ¢, € Smy(K), cuyas raices, simples vy, vy, . . ., Uma,e, SON distintas

de las de gy, y lal que || fo — ¢. || < 3.
En general, procediendo por imduccién sobre i, si hemos elegido

G 25 - -, g, talesque || fy — g0 1] <8, |[fa—ga |l < 8y ..., I fo —
=g || > I, y que las raices —todas ellas simples— de g,, ¢, ... , ¢,
sean dislintas entre si, podemos, por el corolario 3 — K, elegir un poli-
nomio gi+, € Smy (K) tal que || fit; — i1 || < 841 Y Spilz) 54 0
para lodo z € F, siendo

)
F ={vu,...,vml,l,vl._,,...,vma,z,...,vu,...,vml.l}

el conjunto union
g (0) U g (0) U ... U g1 (0).

Una vez elegidos, de este modo, los polinomios ¢y, gy, ..., g5, lla-
memos G a la matriz diagonal en bloques, cuyos bloques diagonales son
Cr = Omylg), Co = Pmylgs) , ..., Cs = Dmylgs):

=

Para cualquier matriz X recordamos que denotamos su polinomio
caracterislico, det (X — z I), asi:

Px(z)

Es facil ver que Pc(z) = Pe(z) Pey(2) ... Pegz) [(ref. 9), pag. 439.
Remarque 4, ntim. 7 del § 34]. Por otra parte, si b, es el coeficiente del
término de mayor grado de g,. se tiene que

1
Po,(z) = (—1)™ — gu(2),
1
luego, si ¢,(z) tiene sus raices simples, lo mismo le ocurre al polinomio
caracteristico Pc(z) de C;; como el conjunto de raices caracteristicas
deCes g, 0)U .. . Ugs—Y0) vygr—0)Ng—Y0) =Jsil <i<j<s,
deducimos que C tiene sus raices caracteristicas simples.
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Observemos ahora la aproximacion de C a B.

S
IB—cC| = Z B —Cill
i=1
y por [1]
§
1
Z B —Cf <6,
: NTH T
i==1

Viendo la relacion de A con B, definimos la matriz D = T ¢ T—1,
cuyas raifces caracteristicas son simples, pues son las de C.

Finalmente, deducimos la aproximacion

HA—D[[=|TBT*—TCT-|| = [| T(B—C) T—*[[ <
HTI IB—CJ I T ).

Por consiguiente,

A—D{l <]||T _ Tt} = €.
[ e T

Esto completa la demostracion.

Si observamos la anterior demostracion, vemos que, siempre basados
en el corolario 3 — K del teorema 2 — K, puede obtenerse el siguiente
resultado mas general:

Proposicion 5.—Sea ¥ un subconjunio finilo del plano complejo.
Dada A € Mp(K), vy un niimero real € > 0, existe D e Mn(K) con raices
caracteristicas distintas, ninguna de las cuales pertenece a F, tal que || A —
— D <=

Observemos que, cuando F es el conjunto vacio, esta proposicion se
reduce al teorema 1 — K.

Corolario 1.—Dada A e Mp(K), v un numero real ¢ > 0, existe
D e Mn(K) con raices caracleristicas distintas, no singular, tal que || A —
— D] <=

Prueba. Basta poner F = { 0 } en la proposicion 5, pues del(D) =
== A; ... An, donde Ay, ..., A, son las raices caracteristicas de D.

Vimos otra prueba del caso complejo de este corolario en el corolario
1 — € del teorema 1 — K.

Corolario 2.—En Mp(X), el grupo lineal GL(n, K) de matrices no sin-
gulares es un subconjunio denso.

Prueba. Sea A el conjunto de matrices no singulares de My(K), con
raices caracteristicas distintas. Por el corolario 1 se tiene A = My(K);

pero A C GL (n, K), luego GL (n, K) = Mp(K).



— 219 —

Esto completa la demostracion.

Otra demostraciéon de este resultado, aunque basada en el mismo
principio, para los casos real y complejo puede verse en la referencia 2
(proposicién 6, § 1.6 del Cap. VI, y § 4.2. del Cap. VIII).

VI APLICACIONES.

Indicaremos, finalmente, algunas aplicaciones, entre otras, de los
teoremas 1 — Ky 2 — K.

El teorema 1 — K se usa para reducir, por un argumento de conti-
nuidad, la prueba de resultados referentes a matrices generales a la de.
mostracién del correspondiente resultado para matrices diagonalizables-
Asi, por ejemplo, el teorema de Hamilton-Cayley («toda matriz es un
cero de su polinomio caracteristico»), facil de probar cuando la matriz es
diagonalizable, se demuestra en el gaso general, usando el teorema 1—K,
a partir del caso diagonalizable; una prueba, concisa por su autor, puede
verse en el libro de Bellman (ref. 1).

Podemos precisar algunos teoremas sobre aproximacién uniforme por
polinomios sobre conjuntos compactos utilizando el teorema 2 — K.

Asi, el clasico teorema de aproximacién de Weierstrass y el teorema
2 — K (K = R o C) permiten enunciar:

Teorema.—Sea [ una funcién real (resp. compleja) continua en el
intervalo [a, b] de la recta real; dado un ntimero € > 0, se puede enconirar
un polinomio P con coeficientes reales (resp. con coeficienles complejos),
cuyas raices son simples, tal que | f(r) — P(x) | < ¢ para lodo z € [a, b].

En efecto. por ¢l teorema de Weierstrass podemos encontrar un
polinomio P, con coeficientes reales (resp. con coeficientes complejos),
tal que | f(z) — Py(z) | < ¢/, para todo z € [a, b].

Sea m el grado de P,. Tomemos un entero positivo n, mayor que m.
Sea el conjunto E = [a, b] y normemos Hp(R) (resp. Ha(C)) con la
norma

| Plle = sup [Plz)];
T EgR
entonces por el corolario 2 — R del teorema 2 — R (resp. cor, 2 — C del
teorema 2 — C), podemos encontrar un polinomio P e Hp(R) (resp.
P € Hy(C) ), de grado > 1, cuyas raices son simples, tal que

Py —Plle <&
Por consiguiente
| flz) — P(x) | < e para todo z  [a, b].

Esto completa la demostracion.

Finalmente, por citar un ejemplo de variable compleja, nos referire-
mos al teorema de Mergelyan [(ref. 7), teorema 20.5], cuyo enunciado
es: Si K es un conjunio compaclo del plano complejo cuyo complemenio es
conexo, si [ es una funcién compleja continua sobre X que es holomorfa
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ent el nlerior de K, y st ¢ > (), enlonces existe un polinomio P con coefi-
cientes complejos tal que | f(z) — P(z) | < e para lodo z € K.

Este teorema, junto con el corolario 2 — C del teorema 2 — €, nos

permilen afirmar, por una prueba andloga a la anterior, que:

Teorema.—Si E es un conjunio compacto infinifo del plano complejo

cuyo complemenio es conexo, st f es una funcién compleja conlinua sobre ki
que es holomor[a en el interior de E, y st e > 0, enfonces exisie un polino-
mio P con coeficientes complejos, cuyas raices son sitmples, tal que | f(z) —
— P(z) | < ¢ para todo z € 5,

o
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