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DIFERENCIAS FINITAS. ECUACIONES

por

Manuer Torres DoMiNGuEZ

Sea K un cuerpo conmutativo 3 S = F(N;K) el conjunto de las
sucesiones sobre K,

Teorema I. El conjunto $ tiene estructura de K-algebra respecto
a las operaciones:
{an} +{bn}={an + bn}

{an} - {bn}={an + bn}
t{an}y={l-an} ViekK

Teorema II. El conjunto Q = Lgi(S, S) de las aplicaciones lineales
de S en S (como espacio vectorial) es una K-algebra respecto a las ope-
raciones:

(A+A)Y{an}=A{an} + AN {an}
(AA){an} = A[A {an}]
(1-A){an} =1-A{an}VteK

ELEMENTOS DESTACADOS DE £

1. Elemento unidad:
1:S——S(=)d 1{an}={an}
2.0
E:S—-»>8(=)d E{an}={an+.}
3.0 Diferencia finita de primer orden:
A:S—=S(=)d A{an}={arnt:~— an}
4.0 Diferencia finita de orden m*

Am(=)g Am = A-A-., .-A
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Es evidente que I, E, A, Am e , no obstante demostraremos la
pertenencia de los dos ultimos.

a) AeQ
ya que

Ala{an} + p{bn}] =
Al{ran + pbn}] = {dant,+ pbnyy — rAtn— pbn} =
= Manti—dn} + p{bnts — bn} = AA{an} +p A{bn}

b) Del teorema 1I y el apartado anterior se deduce que

Am e Q VYmeN

PROPIEDADES DEL OPERADOR A

a) | Al{an} - {bn}[ ={an}A{bn} + A{an} - E{bn}

Demostracion:

Al{an} {bn}] =A{anbn}={an+1bnt1—anbn}={an+, bnt,—
~—@nbnt, + @nbnty—danbn} = {bnt1} {any1—an} +{an } { bny—
—bn}=E{bn}A{an} +{an}A{bn} #

b) Si bk VY neN=>

anE {bn}A{an}—“{an}A{bn}
=4 A ==
bn {bn}-E{bn}
Demostracion:
‘ an an+4 an an+1bn—°—-an bn—f—;l
A = — = ==
( bn bni, bn bn bnt, 3

{ an+, bn — an bn + an bn ~— an bn4,
B {bn} { bnts}

_ {bn}A{an} +{an}A{bn}

B Yoo }E { bn }.

DeriNic16N.In-ésima diferencia finita de orden m

Es el término n-ésimo de la sucesién Am { an }.
La representaremos por Am gp,
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Teorema III.

m
Ama, = Z (—)m—k () ant
k=0
Demostracion:
m
Am = (E — I)m = Z (—1)m—k (}m{) Ek =
k=0
m
Am gp = Z (—1)m—k (Q} Antr  #H
k=0
Teorema IV,
n—i
anp = Z (n E 1) Ak g,

k=0 1

FORMULA DE INTERPOLACION DE NEWTOXN

Demostracion:
-1
an = En—tq, = (I + A)n—ig, = Z (”El) Ak g,
k=g

NOTA.,—En lo anterior hemos utilizado el siguiente convenio:

Afan}y={Aan}

ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

Definicion. Recibe el nombre de ecuacion en diferencias finitas
con una incégnita y de orden K toda expresiéon del tipo:

Fl{an},A{zn},A%{zn}..., Ak {20} [ =0

donde F es una aplicacién de Sk+1 en S,
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Definicién. { an } € S se dice que es solucion de la ecuacion anterior
<> F[{an},A{an}...Am{an}] =0

Resolver una ecuacion es hallar el conjunto S(F) de todas sus soluciones.
Notemos que, teniendo en cuenta el teorema 111, la ecuacién citada
puede ponerse en la forma:

(I)[{mn},{xn+1}...{:cn+k}[=0
Teorema V. Dada la ecuacion

{wn+k}=‘I)[{-’fn}:----{mn+k—1}]

y fijados K elementos de K : by, by, ..., bx, existe una y una sola solu-
¢i6én }an} que cumpla:

ai = bi i=12,...,n

Demostracién. Por recurrencia.

DerFINICION, Ecuacion lineal.

Reciben dicho nombre las del tipo:
faot + Jaat Jonb + laal A fen} +... banl A% fanf =0
Sigh =0 VneN,laecuacién se dice homogénea.
Teorema VI. Toda ecuacién lineal homogénea
taal fzal + anfafont +..on + fakf ax font =0
nos permite definir un endomorfismo en el espacio vectorial S:
e [lon'] = faf Jon] + .o+ Jant Ak jan]

Demosiracién. Consecuencia inmediata de los teoremas I y IL

Teorema VII. El conjunto S(F) de las soluciones de la ecuacién
aod onl + Jahtafend + .+ k] a%]en} =0
donde
a% #0 VYVn,

es un subespacio vectorial de S isomorfo a K*.

Demostracién:

1o S(F) es un subespacio vectorial de 8, por ser el nticleo del endo-
morfismo ¢ definido en el teorema VI
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2.9 El subespacio vectorial S(F) es isomorfo a K*, ya que la apli-
cacion:
i K —> S(F)(=)i[ay,dy...00] ={&n} <>

T o= a Pi=1,2,...,a

@) Es biunivoca por el teorema V. Notemos que por ser az #0 Vn
la ecuacion dada puede ponerse en la forma precisada en la hipoétesis
del teorema.

b)
PDn(a)y 4+ 05l = i[O+ wb)i] ={a}
donde
Z=xai +pb Q=12 , % (
’[(at)?]-—{%} <> T a =12, , o =
ifh={m} <> yi="5b i 1, 2, ,us

> =iz +pb i=12...,0=
S{at=3@m}+pibh} #

Corolario. El conjunto S(F) de las soluciones de la ecuaciéon ante-
rior es un espacio vectorial de dimension a. Segun esto, para conocer las
soluciones de la citada ecuacién nos bastard con hallar « independientes.

RESOLUCION DE UNA ECUACION LINEAL HOMOGENEA DE ORDEN 1
Sea{an}{zn} + A{zn} = 0 la ecuacién dada. { z; } es una solu-
cién de ella <=
azy + Az, =0 Ay Ty = Ly — &y z, = {1 —a;)

G, T, + Az, =0 & 0,0, = 8, — 23 < T = (1 —a) z,

an Tn + Azn =0 an Tn = Tn— Tn+, Tn4q = (1 —-an) In

Multiplicando miembro a miembro y simplificando nos queda:

Como era de esperar, para cada valor dado a z,; tenemos una solu-
cion. Las infinitas soluciones constituyen un espacio vectorial de di-
mension 1.
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RESOLUCION DE UNA ECUACION LINEAL NO HOMOGENEA DE ORDEX |
Sea

Vand + lapl lonl + A)an{ =0
la ecuacion dada. Buscaremos para ella una solucion de la forma:

{zt={wm} {uv}

donde { v; } sea una solucion de la ecuacion
‘a,ﬁl‘ :95'11: + A :-Z'n{ == {)
Para el calculo de { u; } notemos que debera cumplirse:

bapl + Jan{ cun vl +A[Junf jwl]=0 =
> Japf + laitiunl fwl +
+{untA{ v} +{m+1}A{un} =0 =

= 3am+3un+1§A{an=0=>

— {ani
A= — e

n

ey (1 —a’y)

1

n =1 U, — Uy =
vy (I —a’y)
0
———aﬂ
n=2=2 U, — Uy =
vy I (1 —a%)
1=1
[
= Afemy
Unp — Upewy =
A—y
vy I (1 — )

Sumando v simplificando obtenemos:

=1

(]
a-—y
Up — Uy = E
J—1

=1 Vi 11 (1 —‘(l’l)

1
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Segun esto, tenemos que una solucion { z, } de la ecuaciéon dada es
de la forma:

ne-1

9
Tn == Uy "I-I—1 (lwa’i) u; + Z il

1 J
- j=1 vl'n:(l——a’.)

i=1

GENERALIZACION

&ea (G, +) un grupo abeliano y F = F (G ; K) el conjunto de las
aplicaciones de G en un cuerpo K.

Proposicion. Fijados dos elementos z,, &2 de G podemos dotar a F
de la siguiente relacion de equivalencia:

fag (=) flwe+nh) =g@ +nh VneN

Teorema. La aplicaciéon
F

q):S-———>-—-———-—~
(=)

definida asi:

lltam}] =[f] <> @n=fxy+nh) ¥YneN
8s biunivoca.

Corolario. La aplicacién ¢ nos permite dotar al conjunto
F
(=)
de estructura de K-dalgebra y las operaciones respecto a las que lo es son:
(F1+0gl=1[0Ff+9g]

(7Y - Tgl=10fF"-9]
te[f1=1[t-f]
Evidentemente la aplicacién ¢ es un isomorfismo entre las K-algebras
F
Sy—

(=)

Definicién. FEl isomorfismo ¢ nos permite hacer un estudio andlogo
de todo lo anterior en

definiendo





