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DIFERENCIAS FINITAS. ECUACIONES
por

MANUEL TORRES DOMINGUEZ

Sea K un cuerpo conmutativo J S = F(N; K) el conjunto de las
sucesiones sobre K.

Teorema l. El conjunto S tiene eslructura de Kvalgebra respecto
a las operaciones:

{ an } + { bn } = { an + bn }

{ an} . { bn } = {an . bn }

t . { an } = { t . an} V t E K

Teorema JI. El conjunto .Q = Lk(S, S) de las aplicaciones lineales
de S en S (como espacio vectorial) es una Kválgebra respecto a las ope­
raciones:

(A + A') { an } = A { an } + A' { an }

(A . •\/) { an } = .\ [ A' { an }]

(t . A) { an } = t ..\ { an } V t E K

ELEME"lTOS DESTACADOS DE .Q

1.0 Elemento unidad:

1 : S -->- S (=)d 1 { ün } = { an }

E : S --> S (=)d E { íl n } = { an+l }

3.0 Diferencia finita de primer orden:

A : S -->- S (=)d A { ü n } = { an+l - an }

4.° Diferencia finita de orden //lO

Am (=)d ~m = ~ o ~ ••••• A
-------.... .-.............

m
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Es evidente que 1, E, A, Am E a, no obstante demostraremos la
pertenencia de los dos últimos.

a) A E a
ya que

A [ A {an} + ¡L {bn}]
A [{Aan + ¡Lbn}] = {Aan+l+ ¡Lbn+ 1 -Aan-¡Lbn} =

A{an+l - an} + fl. {bnh - bn} = A A { an} +¡L A { bn }

b) Del teoremalI y el apartado anterior se deduce que

Am E a v m ('!'N

PROPIEDADEi5 DEL OPERADOR A

a) I A ( { an } . { bn } ( = { an } A { bn } + A { an } . E { bn }

Demostración:

A ( { an } . { bn }] = A { an i; } = {anh bn+ 1 - an bn } = { an+ 1 bn+ 1­

- an bn+ 1 + an bn+ 1 - an bn} = { bn+ 1 } { an+l- an} + { an } { bn+ 1-

- bn } = E { bn } A { an } + { ün } A { bn} =11=

b) Si bn~o V n E N :=:>

{ bn } A { an } - { an } A { bn }

{ bn } . E { bn }

Demostración:

A¡a

bn

n I = 1an+l _ ~I = ¡an+l bn - an bn+ 1 / =

1 I bn+ 1 bn í bn bn+ 1 1
{ an+l bn - an bn + ün bn - an bn+ 1

{ bn } { bn+1 }

{ bn } A { an } + { an } A { bn }

} bn } E { bn }.

DEFINICIÓN.In-ésima diferencia finita de orden m

Es el término n-ésimo de la sucesión Am { an }.
La representaremos por Am ano
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Teorema 11l.

m

~ (-l)m-h (K) an+k

k=o

Demostración:
m

Am = (E - I)m

m

~ (-l)m-k (K) Ek =;>

k=o

Teorema IV.

Am an 1: (-l)m-k (K) an+k #

k=o

n-l

a« ~(nKl)Akal
k=o

Demostración:

FÓR);It:LA DE INTERPOLACIó)¡ DE NEWTO:"i

n-l

= ~ (n
K

1)En- l al = (1 + A)n- l al = ~

h=o

NüTA.-En lo anterior hemos utilizado el siguiente convenio:

A { a« } = { A an }

ECUACIONES EN DIFERENCIAS FI:\"IT .... "

Definición. Recibe el nombre de ecuación en diferencias finitas
con una incógnita y de orden K toda expresión del tipo:

F [ { Xn } , .A { Xn } , A 2 { Xn } ••• , Ah { Xn } [ = O

donde F es una aplicación de Sk+ 1 en S.
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Definición. {an} E S se dice que es solución de la ecuación anterior

~ F [ { an } , 11 { an } ... 11m { ün }] = O

Resolver una ecuación es hallar el conjunto S(F) de todas sus soluciones.
Notemos que, teniendo en cuenta el teorema IIl, la ecuación citada

puede ponerse en la forma:

<I> [{ Xn }, {Xn+l}'" {xn+k} [ = O

Teorema V. Dada la ecuación

{ Xn+k } = <I> [ { Xn } , ...• { Xn+k-l } ]

y fijados K elementos de K : bl1 b., ... , bk, existe una y una sola solu­
ción } an} que cumpla:

a¡ = tn

Demostración. Por recurrencía,

DEFINICIÓN. Ecuación lineal.

1,2, '" ,n.

Reciben dicho nombre las del tipo:

1a~! + 1a~ 1 1Xn ( + Ia~ I 11 1Xn I +... + I a~! s» I Xn 1 O

Si a~ = O V n E N, la ecuación se dice homogénea.

Teorema V l. Toda ecuación lineal homogénea

nos permite definir un endomorfismo en el espacio vectorial S:

Demostración. Consecuencia inmediata de los teoremas 1 y Il.

Teorema V JI. El conjunto S(F) de las soluciones de la ecuación

1a~! IXn 1 + 1ah111 1Xn 1 + . . . + 1a~ I11oc 1Xn 1 = O

donde
oc

an *" O V n ,

es un sub espacio vectorial de S isomorfo a K O( •

Demostración:

l.0 S(F) es un subespacío vectorial de S, por ser el núcleo del endo­
morfismo ep definido en el teorema VI.
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2.° El subespacio vectorial S(F) es isomorfo a Koc, ya que la apli­
cación:

i = 1, 2, ... , oc.

oc
a) Es biunivoca por el teorema V. Notemos que por ser an =¡f O V n

la ecuación dada puede ponerse en la forma precisada en la hipótesis
del teorema.

IJ)

i [ x (ai)~ + ¡Jo (br)~]
CI.

i [ (), a¡ + ¡Jo br)1] = { z¡ }

donde

<:=> y¡ = b¡

i = 1, 2, ... , CI. l
~ Xi = a¡ ::~::::::',: \

z¡ = ), a¡ + ¡Jo b¡

i [(a¡)~] = { X¡ }
. oc
l [ (b¡)l [ = { y¡ }

=> z¡ = ), X¡ + ¡Jo bi i = 1, 2, ... , oc =:>

~ { z, } = ), { X¡ } + ¡Jo } b¡} =#:

Corolario. El conjunto S(F) de las soluciones de la ecuación ante­
rior es un espacio vectorial de dimensión CI.. Según esto, para conocer las
soluciones de la citada ecuación nos bastará con hallar CI. independientes.

RESOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN LINEAL HOMOGÉNEA DE ORDEN 1

Sea { a« } { Xn } + !:>. { Xn } = O la ecuación dada. { X¡ } es una solu­
ción de ella ~

al Xl + !:>. Xl

a. X. + !:>. X.

O al Xl = Xl - X. X. = (1 - al) Xl

O~ a. x. = X. - X. ~ X. = (1 - a.) X.

an Xn + !:>. Xn = O an Xn = Xn- Xn+l Xn+l = (1 - an) Xn

Multiplicando miembro a miembro y simplificando nos queda:

n
xn+l 1t (l-a¡)Xl

¡= 1

Como era de esperar, para cada valor dado a Xl tenemos una solu­
ción. Las ínñnítas soluciones constituyen un espacio vectorial de di­
mensión l.
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RESOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN LINEAL ]\0 HO\lOGÉNEA DE ORDE,\;

Sea

la ecuacrón dada. Buscaremos para ella una solución de la forma:

donde { VI } sea una solución de la ecuación

\ ,1
Gn 1

Para el cálculo de { Ul } notemos que deberá cumplirse:

l a~ 1 + ¡a~ 1 ,Un o :;::>

::> 1G~ f + )a,; l ¡Un! 1»« l +
+ { Un } 11 { vn } + { Vn+ 1 } 11 { Un } = O ::::>

:::> 1a~ 1 + )Un + 1 ~ 11 llln l = O =:>

.1 { Un }
n

1'1 II (1 - a'¡)
1

11

n = '2

V 1 (1 - a'd

'11 rr (1 - a'z)
l= 1

o
- an-1

Un - Ul1-1
R-1

V1 II (l-a'!)
1

Sumando y slmphñcando obtenernos:

n-l

Un -- 111

1=1

o
a-l

J--I
V 1 II (l-a'z)
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Según esto, tenemos que una solución { Xn } de la ecuación dada es
de la forma:

-a1

J 1Vi 11: (r - a;)
i=1

(1 - aj) [u.
n-l

n-l

~Xn = Vi TI +
11=1

j=1

GENERALIZACIÓN

5ea (G, +) un grupo abeliano y F = F (G ; K) el conjunto de las
aplicaciones de G en un cuerpo K.

Proposición. Fijados dos elementos xo, h de G podemos dotar a F
de la siguiente relación de equivalencia:

I ~ g (=)d I(xo + n h) = g (x o + n h) V n E N

Teorema. La aplicación
F

cp:S-..... -­
(~)

definida así:

cp [ } Xm }] = [1] ~ Xn = I(xo + n h) V n E N
es biunívoca.

Corolario. La aplicación cp nos permite dotar al conjunto

F

de estructura de K-álgebra y las operaciones respecto a las que lo es son:

[f]+[g]=[/+g]
[f].[g]=[f.g]

t- I r l = [t·/]

Evidentemente la aplicación cp es un isomorfismo entre las K-álgebras

F
Sy--

(~)

Dejinicion, El isomorfismo cp nos permite hacer un estudío análogo
de todo lo anterior en

F

definiendo
tl" I(x) = I(x + h) - I(x)




