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SOBRE ELIPSES HüMüTÉTICAS

por

JAYME MACHADO CARDOSO

In trotlucüo, () objetivo da presente nota é dar uma construcño
simples das tangentes cornuns a duas elipses de mesma excentricidade
e eixos paralelos, resultado {-...te anunciado ern [1].

Dejinictio 1. Chama-se característica de uma afinidade a razüo
simples entre um par de pontos correspondentes A,A' e o ponto em que
a reta AA' corta o eixo.

Ubsl'rvaI;do. Tal característica é constante para todos os pares de
pontos corresponden tes. (Ver, p. ex. [2], p. ~02.)

Definicáo 2 Elipses semelhantemente dispostas sao aquelas que
t.ém paralelos os suportes de seus eixos maiores (menores).

Proposictio 1. Uma afinidade ortogonal transforma circunferencias
em elipses de mesma excentrícídade e semelhantemente dispostas.

Demonstracáo. Consideremos urna circunferencia r, de raio 1', com
centro no eixo de uma afinidade ortogonal de característica k que, para
ñxar as ídéías, vamos supor menor que 1. A circunferencia é transfor­
mada, pela afinidade, em uma elipse da qual o eixo da afinidade é o
suporte do eixo maior, de comprimento 21'. O comprimento do eixo
menor será 2k1'. Entño, a excentricidade da elipse imagem de r será

Isto posta, seja Z circunferencia distinta de r e sejam AB e CD os
diámetros de Z respectivamente paralelo e perpendicular ao eíxo da
afinidade. O segmento A'H', correspondente de AB, é paralelo e de
mesmo comprimento que AB; é o eixo maior da elipse imagem de Z.
O eixo menor será, justamente, a imagem C'D' de CD. Por tanto, as
imagens de r e Z sao elipses semelhantemente dispostas.

Indicando com P o ponto comum a CD e ao eixo, temas

C'P D'P
--=--=k.

CP DP



Mas, CP
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CD + DP e C/P = C/D ' + D/P, donde resulta

C/D '
= k,

CD

isto é, o comprímsnto do eíxo menor é C/D '
excentricidade da imagem de :E é, também,

k . CD P, portanto, a

o que completa a dernonstraeáo.

Proposicüo 2. Sejám: (i) 1 e 11 figuras hornotéticas de centro O.
(u) l' a correspondente de 1 em afinidade ortogonal de eixo r e caracte­
rística k, (iu) 1'1 a correspondente de 11 em afínidade ortogonal de eixo r l,
paralelo a r, de mesma excentricidade k, e tal que r l é a correspondente
de r na homotetia de qual 1 e 11 sao correspondentes. Entáo, t' e t' 1 'le
correspondem nesta mesma homotetia.

Demonstractio, Sejam A e B dois pontos de 1, Al e B, seus corres­
pondentes em I¡, na homotetia de centro O. Sejam A', B ' os correspon­
dentes de A,B na afinidade ortogonal de eixo r, e sejarn A ' l , B", os
correspondentes de Al' Bl na afinidade ortogonal de eixo r l. Como AB
é paralelo a A1B¡, resulta que A/lB/

l é paralelo a A/B'. Resta mostrar
que a reta A' A ' l passa por O. Para tal, sejam P o ponto comum a reta AA'
e ao eixo r, e P¡ o ponto comum a reta A1A' l e ao eixo r l. Como AP é
paralela a A1P¡, concluí-se que P¡ é o correspondente de P na homotetia
de centro O. Mas, como P lAl/P I A' = k, dos triángulos AA'O e A1A'10
deduz-se que A e A' estño alinhados com O.

Obseroacüo. Vale urna recíproca, muito mais geral, conforme pro­
posícño que segué.

Proposicáo 3. Frguras corresponden tes em afinidade ortogonal de
característica k se transformam por homotetia em figuras correspon­
dentes em afinidade ortogonal de mesma característica.

Demonstraeüo. Sejam A e B pontos correspondentes em urna añ­
nidade ortogonal de eixo r e característica k. Entáo, se C é o ponto co­
mum a r e a reta AB, te m-se AC/BC = k. Isto posto, consideremos
urna homotetia de centro O, e que ao ponto A faz corresponder o ponto
A', necessaríamente na reta OA. Os correspondentes B' e C/, de B e C,
em tal homotetia, estño na perpendicular a r conduzída de A', e nas
retas BO e ca, respectivamente. A correspondente de r é a paralela r',
a r, conduzida por B /. Entáo, C e C' 'le correspondem em urna afinidade
ortogonal de eixo r', Dos triángulos sernelhantes ACO, A/C'O e BCO,
B'C'O, tira-se AC/BC = A/C'/B'C' = k.

Proposicüo 4. Se existirem tangentes comuns a duas elipses de
mesma excentricidade e semelhantemente dispostas, estas tangentes
passarn pelos centros de semelhan ca das círcunreréncías maiores das
elipses consideradas.
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Demonstracáo, Sejam r e I" duas elipses de mesma excentricidarle
e sernelhantemento dispostas, e sejam ~ e ~ suas circuníeréncías maiores.
A" elipses r e I" podem ser consideradas correspondentes de 1: e 1:',
respectivamente, cm afinidades ortogonais de mesma característica.
Entáo, pela proposícáo 2, as elipses se correspondem nas hornotetía­
que transformam ~ em ~'. Tais homotetias t.érn para centros os centro"
de sernelhancas de ~ e 1:' (ver, p. ex. [2], p. 309). Entáo, se existírem
tangentes comuns as elipses, elas passam pelo'> centros de sernelhanca
de "u as circunferencias maíores.

Conclusüo. Do que precede concluí-so que para tra car a" tangentes
comuns a duas elipses de mesma excentricidade e eixos maiores (me­
nores) paralelos, basta construir os centros de semelhanca de suas cir­
cunferencias maiores. As retas que passam por tais pontos e "ao tan­
gentes a urna qualquer das elipses sao. também, tangentes a outra.

REFERENCIAS

[1] CARDOSO, J. M.: «Common tangents of two ellipses». Noiices Amer.
Math. Soco V. 17 (lü70), p. 670.

[2] CASTELNUOVO. G.: Lezioni dí Geometría Analítica. Soco Ed. D.
Alíghierí, Milano, 1924.

Universidade Federal do Paraná, Curitaba (Brasil).




