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SOBRF, ELIPSES HOMOTETICAS

por

Jayme MacHapo Carnoso

Introducdo. O objelivo da presenle nota ¢ dar uma conslrugéo
simples das tangentes comuns a duas elipses de mesma excentricidade
o eixos paralelos, resultado é<te anunciado em [1].

Definigdo 1. Chama-se caracteristica de uma alinidade a raz@o
simples entre um par de pontos correspondentes A,A” e o ponto em que
a reta AA’ corta o eixo.

Observagdo. Tal caracteristica € constante para todos os pares de
pontos correspondentes. (Ver, p. ex. [2], p. 302.)

Definigdo 2 Elipses semelhantemente dispostas sfio aquelas que
tém paralelos os suportes de seus eixos maiores (menores).

Proposigdo 1. Uma afinidade ortogonal transforma circunferéncias
em elipses de mesma excentricidade e semelhantemente dispostas.

Demonstragdo. Consideremos uma circunferéncia I', de raio r, com
centro no eixo de uma afinidade ortogonal de caracteristica k que, para
fixar as idéias, vamos supor menor que 1. A circunferéncia ¢ transfor-
mada, pela afinidade, em uma elipse da qual o eixo da afinidade é o
suporte do eixo maior, de comprimento 2r. O comprimento do eixo
menor serd 2kr. Entdo, a excentricidade da elipse imagem de I' serd

Vi—ie.

Isto posto, seja = circunferéncia distinta de I' e sejam AB e CD os
diametros de I respectivamente paralelo e perpendicular ao eixo da
afinidade. O segmento A’B’, correspondente de AB, é paralelo e de
mesmo comprimento que AB; é o eixo maior da elipse imagem de Z.
O eixo menor serd, justamente, a imagem G’D’ de CD. Por tanto, as
imagens de T ¢ £ sfio elipses semelhantemente dispostas.

Indicando com P o ponto comum a CD e ao eixo, temos

C'P D'P
—_— = —— = ],

cP DP
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Mas, CP = CD + DP e C'P - CO'D’ + D’P, donde resulta

C'D’
—— =k

CD

isto é, o comprimento do eixo menor é C'D’ = k - CD e, portanto, a
excentricidade da imagem de T &, também,

Vi—4e,
0 que completa a demonstracéo.

Proposi¢do 2. Sejam: (i) f e f, figuras homotéticas de centro 0,
(11} " a correspondente de f em afinidade ortogonal de eixo r e earacte-
ristica k, (i) f’; a correspondente de f. em aflinidade ortogonal de eixo r,,
paralelo a r, de mesma excentricidade k, e tal que r; é a correspondente
de r na homotetia de qual f e f. sfio correspondentes. Entdo, /' e f1 se
correspondem nesta mesma homotetia.

Demonstracdo. Sejam A e B dois pontos de f, A, e B, seus corres-
pondentes em f,, na homotetia de centro 0. Sejam A’, B’ os correspon-
dentes de A,B na afinidade ortogonal de eixo r, e sejam A’,, B’, os
correspondentes de A,, B, na afinidade ortogonal de eixo r,. Como AB
é paralelo a A,B,, resulta que A’;B’, é paralelo a A’B’. Resta mostrar
que a reta A’A’, passa por 0. Para tal, sejam P o ponto comum a reta AA’
e a0 eixo r, e P, 0 ponto comum a reta A;A’ e ao eixo r,. Como AP ¢
paralela a A,P,, conclui-se que P, é o correspondente de P na homotetia
de centro 0. Mas, como P,A,/P’A’ = k, dos tridngulos AA‘Q e A,A’,0
deduz-se que A e A’ estio alinhados com 0.

Observagdo. Vale uma reciproca, muito mais geral, conforme pro-
posiciio que segue.

Proposigdo 3. Figuras correspondentes em afinidade ortogonal de
caracteristica k se transformam por homotetia em figuras correspon-
dentes em afinidade ortogonal de mesma caracteristica.

Demonstragdo. Sejam A e B pontos correspondentes em uma afi-
nidade ortogonal de eixo r e caracteristica k. Entdo, se C é o ponto co-
mum a r e a reta AB, tem-se AC/BC = k. Isto posto, consideremos
uma homotetia de centro 0, e que ao ponto A faz corresponder o ponto
A’, necessariamente na reta OA. Os correspondentes B’ e ¢/, de B e C,
em tal homotetia, estio na perpendicular a r conduzida de A’, e nas
retas BO e CO, respectivamente. A correspondente de r é a paralela r’,
a r, conduzida por B’. Entdio, C e C’ se correspondem em uma afinidade
ortogonal de eixo r’. Dos tridngulos semelhantes ACO, A’C’O e BCO,
B’C’O, tira-se AC/BC = A'C//B'C’ = k.

Proposi¢do 4. Se existirem tangentes comuns a duas elipses de
mesma excentricidade e semelhantemente dispostas, estas tangentes
passam pelos centros de semelhanca das circunferéncias maiores das
elipses consideradas.
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Demonsiragdo. Sejam I' e I duas elipses de mesma excentricidade
e serelhantemente dispostas, e sejam £ e & suas circunferéncias maiores.
As elipses T' e I” podem ser consideradas correspondentes de ¥ e X7,
respectivamente, em afinidades ortogonais de mesma caracteristica.
Entfio, pela proposigiio 2, as elipses se correspondem nas homotetias
que transformam ¥ em X’. Tais homotetias tém para centros os centros
de semelhancas de = e ¥’ (ver, p. ex. [2], p. 309). Entfio, se existirem
tangentes comuns as elipses, elas passam pelos centros de semelhanca
de suas circunferéncias maiores,

Conclusdo. Do que precede conclui-se que para tragar as tangentes
comuns 4 duas elipses de mesma excentricidade e eixos maiores (me-
nores) paralelos, basta construir os centros de semelhanca de suas cir-
cunferéncias maiores, As retas que passam por tais pontos e séo tan-
gentes a uma qualquer das elipses sfo, também, tangentes & outra.
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