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INTRODUCCION A LAS DISTRIBUCIONES

por

Francisco F. MicHaviza

Sea () un abierto de Rn. Llamaremos C0(Q) al espacio de 1as funciones
indefinidamente derivables sobre Q, de valores complejos.

Recordemos que, si u € CG®(Q), se llama soporte de u al cierre en Q del
conjunto de las X de Q, tales que u(X) =£ 0;

sop. u ={uel|uX)£0}

Este es el complementario en Q del mayor abierto sobre el cual u se
anula,

1. TororLoGia soBRE C®(Q)

Sean K un compacto de Q y

un multi-indice. Anolamos

o] =a; 4+ .... + an
Yy para
u e CO(Q)
9%, e 4+ an
D%y = u
7 2 g rp%n

Se definen sobre C®(Q) las semi-normas Pr,q:

Phyo (u) = sup | Day(X) |
XeK
Consideremos las semi-bolas

{ueCxoQ) | Pry (1) < e}

Esto permite dar a Co(Q) una estruclura de espacio vectorial topo-
logico, tomando para el sistema fundamental de vecindades de 0, las
intersecciones finitas de semibolas. Un sistema fundamental de vecin-
dades de u e C®(Q) se deduce de aquél por traslacién.
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2. Espacio D(Q)

Por definicién,
D(Q) = { y € C®(Q) | sop. u compacto }

Este espacio no se reduce a { 0 }: si, por ejemplo, Q contiene la bola
de centro 0 y de radio 1 de Rn, la funcién u definida por

0si|X| »1

u(X) =
1 .
e—*-l—_—‘_“—';{"l?SIIX|<1

pertenece a D(Q).

3. CoNVERGENCIA EN D{(Q)

Se dice que una serie de funciones gx € D(Q) converge hacia ¢ € D(Q)
si se cumplen las condiciones:

1. Los soportes de las g estan contenidas en un compacto fijo de Q.

9. Toda derivada de @i converge uniformemente hacia la derivada
correspondiente de ¢.

4. DISTRIBUCIONES

Se llama espacio de las distribuciones sobre Q, y se anota D’(Q), al
dual topologice de D(Q), es decir, ol espacio de las formas lineales T en
D(Q), que son continuas en el sentido siguiente:

Para toda serie (g%) converge hacia 0 en D(Q), T(¢x) converge hacia 0
en C,

Se anota T(p) 0 < T, ¢ > el valor de la distribucién T e D’(Q) so-
bre la funcién ¢ € D(Q).

Se demuestra que una forma lineal T : D{Q) —» C es una distribucién
sobre Q si y solo si:

«Para todo compacto K de ©, existe un entero m y un nimero ¢ > 0,
tales que para ¢ € D(Q) y sop. ¢ € K, se tiene:

| Te) | <c = sup|D%e|
fa| <m
5. EJEMPLOS
1. Sea z, € Q. Se define la medida de Dirac en z, por
3zo(p) = @(zo) para ¢ e D(Q)

Es una distribucion sobre , si g1 ~ 0 en D(Q), entonces, evidente-
mente, or(zy) — 0.
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2. Seaf e L*;c (Q), es decir, f integrable sobre todo compacto de Q.
La forma lineal Ty definida por:

VoeeDQ) , <Tr,p> =//q>d:v
Q

es una distribucién sobre Q. En efecto, la integral tiene sentido y

1<Tf,<p>|</|f1dxsup|w
S0p ¢

Como la aplicacién f — Ty es inyectiva, se puede identificar L’;,(Q)
como subespacio de D’(Q):

L710¢ (Q) © D'(Q)

En este sentido, las disfribuciones generalizan las funciones.

6. DERIVACION DE LAS DISTRIBUCIONES

En particular se tiene C®(Q) € D’(Q). Busquemos como definir una
derivacion de las distribuciones que prolongue a la de funciones C.
Se debe tener para f € C%®(Q),

2 Tar
(Tr) = ;
22y o x,

sea

8 of
Yo eDQ), < (T) @ > = @ dz
2 x, oy

Donde el segundo miembro se escribe también por integracién por

partes:
o9
——/f dx
oz,
Q

0 29
(Tr)y ¢ > = — < Ty,
ox, ox,

Por lo tanto, se tiene

Yo eDQ), <

>

De donde, la definicion de la derivada

2T
o T,
de una distribucion T € D(Q):
aT o9
VoeDQ), < v > = — < T, >

o x, o
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Se verifica inmediatamente que

2T

8z,

es también una distribucion sobre Q. Por tanto. foda distribucién (en
particular toda funcién localmente integrable) es indefinidamente de-
rivable {en el sentido de las distribuciones, es decir, en el sentido de la
expresion anterior),

S5i ¢ es un multi-indice, se tiene:

VeeDQ), <D¢T,g=(—1)al <T,Dxg > ;

mas generalmente: seu
PD) = % agD=
la]<m
un operador diferencial de coeficienles constanies (aq € Q):

<PMD)T,e> = <T,P(—D)e >
donde
TeD(Q),9eDQ) y P(D)

designa al operador transpuesto:

P(—D) = I (—1)&l gy Do,

7. SOPORTE DE U™NA DISTRIBUCION

Sea w un abierto de Q, se dice que una diwstribucién T € D(Q) es
nula sobre w si:

Voebw , T =0

La unién de todos los abiertos w, donde T es nula, es también un
abierto de Q donde T es nula, y e< el mayor de todos. El complementario
de este conjunto es un cerrado de Q, llamado soporte de T.

Esta definiciéon generaliza a la de soporte de una funcién:

S1

[ € C=(Q)
se tiene
sop Ty = sop f

Sea £/(Q) el dual topologico de C®(Q) (a veces se anota también =(Q),
de donde la notacion e’(Q); es, por lo tanto, el espacio de las formas h-
neales T; C®©(Q) - (., tales que existe un compacto K de Q un entero m,
¥ un numero ¢ > 0, tales que para ¢ € C°(Q)

| Te) | <« G X ~up [Dxg|
jel<m K

{nolar la diferencia con la definicion de D’(Q) dada ante-).
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Se demuestra que ¢’(2) se identifica con el espacio de las distribucio-
nes de soporte compacto en Q.

8. PRODUCTO DE UNA DISTRIBUCION POR UNA FUNCION (GO0
SiT e D'(Q) y f e C®(Q), se define el producto f - T por:
VCPED(Q) » <f'Ti(P>=<T,f'<P>

Es evidente que f + T e D’(Q) y que esta multiplicacién prolonga
a la de funciones C®,

En general no se puede definir el producto de una distribucién por
una funcién no C® (f - ¢ no estard més que en D(Q) ) y atin menos el de
dos distribuciones cualesquiera.

9. PRODUCTO DE CONVOLUCION

Tomamos aqui Q = Rn. Sabemos que se puede definir el producto
de convolucién de dos funciones integrables (para la medida de Le-
besgue): si

u,velL*(Rn),
se escribe

Sera
z*vel(Rn) v flu*vih<llalh -l

Si
ueD(Rr) y o e D(Rn)

se llama producto de convolucién de u por ¢ a la funeién u * ¢ definida por
(u*ollz) = <uy,e(z—y) >

(la notacién uy indica que u opera sobre g{z — y) considerada como una
funcién de y, para z ftijo).
Se demuestra que:
u* ¢ e Co(Rn)
sop. (u * ¢) € sop. u + sop. ¢
(st Ay Bsondos partes de Rn, seanota A + B ={z + g,z e A, y € B}).
M4as generalmente, sean u e D’(Rn) y v € ¢'(Rn). Definimos, en pri-
mer lugar la distribucion v, «simétrica de uv»:

¥ ¢ € D(Rn) <V,p>=<v,9>

con
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Entonces
U e (Rn).
La igualdad
¥ ¢ € D(Rn) CUtV,e> = <Uu,D' o>

define una distribucién u * v e D’(Rn) llamada producto de convolucion
de u por v (es evidente que o ¢ € D(Rn), ya que\zj es de soporte com-
pacto). Esta definicién prolonga la definicién arriba dada de u * o,
y se tiene

sop. (u * v) C sop. u - sop. v

Sea § la medida de Dirac en el origen de Rn; es una distribucion de
soporte compacto. Se tiene:

YueD(Rn) , u*d=u
S1 P(D) es un operador diferencial de coeficientes constantes,
ueD(Rr) vy ved(Rn)

se tiene:

Para dertvar de un producto de convolucion se deriva uno de los fac-
lores.

10. REGULARIZAGION

Sea ¢ e D(Rn), tal que:

Vi
‘f¢f1x;l
£

R

Escrihimos

Se llama a (@¢) serie regularizante (indicada por > 0), en razon de ls
propiedad siguiente:

«Si T e D(Rn), se tiene T * gg € CP(Re) v T " 9 converge hacie
T en D’(Rn) cuando ¢ — 0 en ¢l sentido siguiente

v fe DR , <T*ge,f > - <T,f>
cuando

g 0
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Ademas, s1 u € L?Rn). Se tiene una convergencia mas fuerte:

u*egs—>u en L2 (Rn)
cuando ¢ - 0

Las ge permiten por tanto realizar una aproximaciéon de una distri-
buciéon cualquiera T por funciones regulares T * ¢e.

11. FEsracios §, 8’

Definicié6n del espacio S

S (Rn): es el espacio de las funciones
(@ sobre R7 de decrecimiento rapido, asi como todas sus derivadas:

S ={ueCe(Rn)|VLEeN ¥YaeNr sup. (1 +
zeRn

+ lz )| Dxulr) ]| < + «©}
Se define su topologia por medio de las <eminormas naturales:
Py (1) =

sup (1 + [z | )+ | D* u(r) |
el

Ejemplos: la funcién » - e—ivi2 pertenece a 5; (Rr) € S,

Si dual & se llama espacio de las distribuciones determinadas; se
tiene 5 € D’(Rn). (8 se identifica a un subespacio de D’(Rn).) 8’ con-

tiene, por ejemplo, las dictribuclones definidas por los polinomios en .
Se tiene también:

LP (Rn) C S’ para todo p

12. TransrorvacioN peE Fovrrier Bv S vy L*

~
St u e 8, se define su lransformada de Fourter, anotada u o Fu. por

o~

Fu(f) =u(k) = [e-un<ni> y (1) de
Rn
co1n
<z,E{> = o 7 % & e Rn

j=1

Se define tambien:

Fou(g) = [eum<uf> u (x) dr

I
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La transformacion de Fourier intercambia convolucién y mulliplica-
cion por un polinomio: 8iu, v e Sy Si P(D) es un operador de coeficientes
constantes, se tiene

u'ueb;uueS;P(D)ueS;/LI,Av,Sy

N o
u*v=1u-v
P ~ A~
Uy =ua>v
VN
/ ~
P(D)u(g) = P (2i n &) - u(§)
donde
PRinE) = T ag(wg)*
[e]<m
Yy
(i )% = (i m E)%t .. ... (2t w En)un,

v. finalmente. sustitutimos en P(D) cada

4

7] oy
por 2t = &;.

La transformacion de Fourier es un tsomorfismo del espacio vectorial
fopologico de S sobre el mismo. (Para la topologia definida por las semi-
normas Pk,s) Y las aplicaciones F y F son mversas una de la otra.

-~ ~
u(r) = |ean<ri> u () d g para u €5
Rn
(férmula de inversién de Fourier).
Iin particular,

u(0) = fu(¥d.

Aplicando esta formula a

ce obtiene la formula de Plancherel-Parseval:

/u'f’_(ll: W vdEparau,ves

Rn 1in
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Esta relacidén, que expresa que la transformacién de Fourier con-
serva el producto escalar de L?*Rn). permite prolongarla al espacio
L3(Rn): La transformacion de Fourier se prolonga en un isomorfismo
de espacio hilberciense de L*(Rn) sobre el mismo. IXn parlicular

fu v ds :_/Ev d & para u,v e l.2(Rn)

Nully = 11Ul

13. TRANSFORMACION DE FOURIER EN 8/

Definici6n: st u ¢ &', <e deline u por

VoeS, <U.,p>=<u,gq>

Donde 4 es una distribucién determinada, ya que F es un isomor-
fismo de S.
La transformacion de Fourier sobre S’ prolonga las de S y sobre
L3 Rn).
f.a transformacion de Fourier es una biyeccion de 57 sobre 57,
SLu e b se tiene
TN ~
PDyu=Pirtu
(producto de una distribucidon por una funcién C® en el segundo miem-
bro).
S1 u es de soporte compacto, u e ¢ (Rn), «u transformada de Fou-
rier & ¢s una funcidén G <obre Rn, dada por

U(E) = < wr, eoUT<TIE>
51
ue& y vecdRn)
se tiene
u*ved
¥ AN~ A

u*v=u-v

(en el segundo miembro figura el producto de la distribucion u por la
funcion G ),

Ejemplo: De acuerdo con lo anterior, § (£) = 1. Se comprende a~t
por qué 3§ es el elemenlo neutro del producto de convolueidn.



