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INTRODUCCION A LAS DISTRIBUCIONES

por

FRANCISCO F. MICHAVILA

Sea ü un abierto de Rn. Llamaremos COO(ü) al espacio de la'> funciones
indefinidamente derivables sobre Ü, de valores complejos.

Recordemos que, si u E COO(Ü), se llama soporte de u al cierre en ü del
conjunto de las X de Ü, tales que u(X) i= O;

sopo u = { U E Ü I u(X) i= °}
Este es el complementario en ü del mayor abierto sobre el cual u se

anula.

1. TOPOLOGÍA SOBRE COO(Ü)

Sean K un compacto de ü y

<X = (<Xh •••••• , <Xn) E Nn

un multi-índice. Anotamos
I <X I = <Xl + . . . . + <Xn

y para
U E COO(Ü)

Do: u = --------- u

Se definen sobre COO(ü) las semi-normas Pk,<x:

Pk,<x (u) = sup I DiXu(X) I
XEK

Consideremos las semi-bolas

{ U E COO(Ü) I Pk<x (u) < e: }

Esto permite dar a COO(ü) una p~truclnra de espacio vectorial topo
lógico, tomando para el sistema fundamental de vecindades de 0, las
intersecciones finitas de sermbolas. Un sistema fundamental de vecin
dades de u E COO(Ü) se deduce dí' aquél por traslación.
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2. E!'PACIO D(O)

Por definición,

DIO) = t y E COO(O) I SOpo u compacto}

Este espacio no se reduce a { O }: si, por ejemplo, O contiene la bola
de centro O y de radio 1 de Rn, la función u definida por

O si IXI ;;. 1

u(X) = l
e 1-~ X 12 si IXI < 1

pertenece a D(O).

3. CONVERGENCIA EN D(O)

Se dice que una serie de funciones cpk E D(O) converge hacia cP E D(O)
si se cumplen las condiciones:

1. Los soportes de las cpk están contenidas en un compacto fijo de O.
2. Toda derivada de cpk converge uniformemente hacia la derivada

correspondiente de cp.

4. DISTRIBUCIONES

Se llama espacio de las distribuciones sobre O, y se anota D'(O), al
dual topológico de D(O), es decir, el espacio de las formas lineales T en
D(O), que son continuas en el sentido siguiente:

Para toda serie (qik) converge hacia O en D(O), T(cpk) converge hacia O
en C.

Se anota T(cp) o < T, cp > el valor de la distribución T E D'(O) so
bre la función cp E D(O).

Se demuestra que una forma lineal T : D(O) -+ C es una distribución
sobre O si y sólo si:

«Para todo compacto K de O, existe un entero m y un número c > O,
tales que para cp E D(O) y sopo cp e K, se tiene:

I T(cp) I <; c ~ sup I n« cp I
I ex I <; m

5. EJEMPLOS

1. Sea Xo E O. Se define la medida de Dirac en Xo por

8xo(cp) = cp(xo) para cp E D(O)

Es una distribución sobre O, si cpk -+ O en D(ü), entonces, evidente
mente, CPk(Xo) -+ O.
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Z. Sea I E Ll10C (O), es decir, I integrable sobre todo compacto de O.
La forma lineal Tf definida por:

v cp E D(O) < v¡ , cp > = JI 'P dx

O

es una distribución sobre O. En efecto, la integral tiene sentido y

I < v¡ , cp > I <: JIII dx sup I cp I
sop cp

Como la aplicación I ->- Tf es inyectiva, se puede identificar L'lOc(O)
como subespacio de D'(O):

I/I OC (O) e D'(O)

En este sentido, las distribuciones generalizan las funciones.

6. DERIVACIÓN DE LAS DISTRIBUCIONES

En particular se tiene CCX:>(O) e D'(O). Busquemos cómo definir una
derivación de las distribuciones que prolongue a la de funciones Ccx:>.
Se debe tener para f E CCX:>(O),

a Taf
-(Tf) =--;
aXl a Xl

sea

a f a fv cp E D(O) , < -- (Tf) , cp > = -- cp da:
a Xl a Xl

O

Donde el segundo miembro se escribe también por integración por
partes:

f a cp
- f--dx

a Xl
O

Por lo tanto, se tiene
a ocp

v cp E D(O) , < -- (Tf) , cp > = - < Tf , -- >
aXl oXl

De donde, la definición de la derivada

oT

de una distribución T E D'(O):

aT
V cp E D(O) , < -- , cp >

o Xl

acp
<T,-->

o Xl
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Se verifica inmediatamente que

81'

es también una distribución sobre O. Por tanto. lada distribución (en
particular toda función localmente mtegrable) es indejinidarnenie de
rivable (en el sentido de la'> distribucrones, I'S decir, en el sentido de la
expresión anterior).

Si a (''> un multi-índice, "e tiene:

v 'jl E D(O) , < Da T , tp = (-l)IOCI < T , Da 'fl >

más generalmente: sea
P(D) = ~ aa Da

[IXI <:m

un operador dijerencuil de coeticienies constantes (aa E e):

< P(D) T , tp > ~ < T , P(-D) <p >
donde

T E D'(O) , tp E D(O) y P(-D)

de-igna al operador transpuesto:

P(-D) = ~ (-I)lal a« Da.
let!<nt

7. SOPORTE DE L '.A DI'>TRIBúCIÓN

Sea w un abierto de O, se dice que una dtstríbuctón T E D'(O) es
nula sobre w si:

v tp E D(w) 'I'(e) = 1)

La unión de todo'> lo'> abiertos 11', donde T e'> nula, es también un
abierto de O donde T e'> nula, J p" el mayor de todo'>. El complementario
de este conjunto es un cerrado de 11, llamado soporte de T.

Esta definición !,\f'n\"raliza a la de soporte de una función:
~I

/ E CGO(O)

se tiene
sop TI = sop f

Sea e'(O) el dual toPOlÓgICO de CGO(11) (a veces se anota también e(O),
de donde la notación e'(O); e¡" por lo tanto, el espacio de las formas li
neales 1'; C GO(11) -+ e, tales que existe un compacto K de O un entero 111,

y un número e > O, tales que para tp E CGO(O)

[ T(<p) 1 <: C ~ "up I Da <p I

locl<tn K

(not ar la diferencia con la definición dp D'(O) dada ante-).
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Se demuestra que e/(O) se identifica con el espacio de las distribucio
nes de soporte compacto en O.

8. PRODUCTO DE UNA DISTRIBUCiÓN POR UNA FUNCIÓN eoo

Si T E D/(O) y f E eOO(o), se define el producto f . T por:

v q¡ E D(O)

Es evidente que f . T E D'(O) y que esta multiplicación prolonga
a la de funciones eoo•

En general no se puede definir el producto de una distribución por
una función no eoo (f . q¡ no estará más que en D(O) ) y aún menos el de
dos distribuciones cualesquiera.

9. PRODUCTO DE CO;'\lVOLUCIÓ:-;

Tomamos aqui O = Rn. Sabemos que se puede definir el producto
de convolución de dos funciones integrables (para la medida de Le
besgue): si

u , V E L1 (B«) ,

se escribe

(u * v) (x) = fu (y) v(x-y) dy = !U(X- y ) v(y) dy

Rn Rn

Será

u • V E U (Rn) y 11 u • v 111 .;;;;; 1I u Ih . 1I v 111

Si
U E D'(Rn) y q¡ E D(Rn)

se llama producto de convolución de u por q¡ a la función u • q¡ definida por

(u • q¡) (x) = < uy , q¡ (x - y) >

(la notación uy indica que u opera sobre ep(x - y) considerada como una
función de y, para x fijo).

Se demuestra que:

u • ep E eOO(Rn)
sopo (u • ep) e sopo u + sopo ep

(si A y B son dos partes de Rn, se anota A + B = {x + y, x E A, Y E B}).
Más generalmente, sean u E D'(Rn) y v e e'(Rn). Definimos, en pri

mer lugar la distribución '¡;, «simétrica de m:

Vep E D(Rn)

con

q;(x) = epi-x)
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Entonces

¡; E r;'(Rn).

La igualdad

V rp E D(Rn)

defme una distnbución u • v E D'(Rn) llamada producto de c017volucL017
de u por /! (e'> evidente que '¡S • rp E D(Rn), ya que ~ es de soporte com
pacto). Esta definición prolonga la definición arriba dada de 1l • rp,
y se tiene

sopo (u • v) e sopo u + sopo 1)

Sea 3 la medida de Drrac r-n el origen de Rn; es una dist.nbución de
soporte compacto. Se tiene:

V U E D'(Rn) u • 3 = u

SI P(D) es un operador diferencial de coeficientes constante'>,

u E D'(Rn) y v E r;'(Rn)

se tiene:

P(D) u = u • P(D) 3

P(D) (u • 1') = (P(D) u) • l' = 11 * (P(D) v)

Para deruiar de 1111 producto de conoolucuni se deriva uno de los [ac
lores.

tu. RI::GLLARIZAClÓ'

Sra rp E D(Rn), tal que:

<jlr;(X) = _1 ? (!-) .
e11 e

Se llama a (9r;) serie regularizunte (mdicada por r; > O), en razón de la
propiedad siguiente:

«Si T E D'(Rn), se tiene T * rpr; E COO(Rr;) y T • <pr; converge haci
T en D'(Rn) cuando ~ -+ () en el sentido siguiente

V tE D(Rn) < T * <jlr; , t > ---; < T , t >
cuando
r; --; O
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Adernas, SI U E L2(Rn). Se tiene una convergencia más fuerte:

II • ~e -> U
cuando e -> n

Las 'Pe permiten por tanto realizar una aproximación de una distrr
bución cualquiera T por funcrones regulare'> T • cpe:.

11. E'>PAClOS S , S'

Defimcrón del espacio S = ~ (Rn): es el espacio de las funciones
Cco sobre nn de decrecimiento rapido, así como todas sus derivada":

~ = { U E Coc(Hn) IV" €o N, V ~ E NIl, sup, (1 +
x E Rn

+ Ixl )1.. • I D~ U(x) I < + OC! }

Se defme su topología por medio de las <erninormas naturales:

Pk,~ (ll) = <up (1 + Ixl )1.. I D~ u(x) I
xER

Ejemplo": la función J' -> e-lrl 2 pertenece a S; D(Rn) e :'J.

Si dual ~' se llama espacto de la'> distribucrones determinadas; se
tiene ~' e D'(Rn). (S' se identifira a un -ubespacio de D'(Rn).) S' con
tiene, por ejemplo, la-, drstrrbuctone-, doümdas por los polinomio" en x.
Se tiene también:

LP (Hn) e S' para todo p

1'J TRA;\ srOR'lAClO" DE FOl'RlER E" S Y L 2

SI U E S, "l' dehne '>u iranstormada de Fourier, anotada u o Fu. por

F u m = ~ (~) -c-' fe-21'lt<T':'> II (.l) dx

Hn

con

S Tl ~l ~ E Rn
¡= 1

Se- define tambien:

F u (~) = fe2!1t<1'~> II (x) dr

nll
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La transjormacion de Fourier intercambia convolución y multiplica
cum por un polinomio: Si u, 1) E S Y Si P(D) es un operador de coeficientes
constantes, se tiene

u * U E ~ ; U V E S ; P{D) u E S ; -¡; ,-; , S Y

-<.
u * 1) = u' 1)

/"-..
/ "

P(D) u(~)

donde

P (2i 7' ~)

y

(21 7' ~)o: = (21 7' ~,)o:' (21 7' En)o:n,

y. ftnalmentr-. sustitutunos en P(D) rada

a xl

por 21 7' ~J'

La transformación de Fourier es un Isomorfismo del espacio vectorial
topológico de S sobre el mismo. (Para la topología definida por las semi
normas p/{,o:) y la'> aphcactone- F y F son inversas una de la otra.

u (x) = f e2m<r,;> ;¡ (~) d ~

Mn

(fórmula de inversión de Fourrer).

En particular,

u{O) ¡;¡{;)d;.

Aplicando esta formula a

v
u = l' * 11' ,

'lf' obtiene la fórmula de Plancherel-Parseval:

para 11 E S

Ju . ¡; d.i. ~.fU' 7. ti ~ para u , l' E S

Un Un
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Esta relación, que expresa que la transformación de Founer con
serva el producto escalar de L2(Rn). permite prolongarla al espacio
L 2( Rn): La transformación de Fourier ~e prolonga en un Isomorfismo
de espacio hilbercrense de L2(Hn) sobre el mismo. En par-í.icular

fu Ud.: = Fu;; ¡[ ~ para u, l' E L2(HIl)

13. TRA"SFOR\1ACJO"\: DE FOt.:RJER E"l S'

Deñnrción: SI 11 e "", <e define íi por

Ve¡¡ES, <11,e¡¡> = <u,e¡¡>

Donde 11 es una drstnbución deterrnmada, ya que F es un Isomor
fismo de S.

La transformación de Fourier sobre ~' prolonga las de S y sobre
L2(Rn).

La transtormación de Fourier es una biyección de ::,' sobre ~'.

:-1 u E ::,', se tiene

-<:
P (D) u = P (21 1t ~) ~

(producto de una distribución por una función ero en el segundo rrnern
hro).

SI u es dt- soporte compacto, u E ¡¡;' (Hn), <u transf'orrnada de Fou
rier íi P'l una Iuución cro <obre Hn, dada por

::'1

1l E S' ~. L' E ¡¡;'(Rn)

se Lipnp

u • V E S'

y -<.
u'v=U'1'

(en el segundo miembro f'urura el producto de la distribución íi por la
función cro ;;).

EJemplo: DI' acuerdo con lo anterior, á (E) ~ 1. Sl' comprende U'-I
por qué 3 es el elemento neutro del producto rle convolución,


